Terminales Spécialité

Chapitre 3 : Exercices

CORRECTIONS

Exercices : Compléments sur la dérivation

Correction 1

a. La fonction f est dérivable sur R.

La fonction f est la puissance 5-iéme de la fonction u(z)
ou:

u(x)=3z+5 ; u'(xr)=3
La formule de dérivation de la puissance d’une fonction
donne ’expression de la fonction f:

F(z) = 5 (z)-[u(@)]" = 5x3-(32 +5)" = 15-(3z + 5)"

b. Le dénominateur étant toujours strictement positif, la

fonction g est définie et dérivable sur R.

La fonction g est définie par l'inverse de la fonction u
définie par:
wlx) =32 +1 ; u'(x)=12-23

La formule de dérivation de 'inverse d’une fonction per-
met d’obtenir I'expression de la fonction ¢’, dérivée de
la fonction g:
by () 1223
g (.’L’) = 2 = = 2
[u(z)] (3z% 4 11)

La fonction h est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ou:
wr)=z+z+1 ; du(r)=2z+1

La formule de dérivation d’une fonction racine carrée
permet d’obtenir la dérivée de A’ :
v (x 2z +1
W) — ) -

- 24/ u(z) - 2va? 4+ +1

La fonction j est dérivable sur R.

La fonction j est la composée de la fonction w par la
fonction racine carrée ou:

ulz) =— ; J(z)=-—
(0)=- 5 w)=-—
Ainsi, la formule de dérivation de la fonction racine car-
rée permet d’obtenir ’expression de la fonction 7’ :

(x) 22

Tz _i_ o 1
= = 5 =
u(x) 2.\/1 t 2.\/I 23;2.\/1
x x T

-/

U
2.

Correction 2

1.

Une racine carrée n’est définie que si ’expression située
sous son radical est positive ou nulle. Ainsi, pour
déterminer ’ensemble de définition de la fonction f,
il est nécessaire de déterminer le signe du polynéme
222 —x+6
Ce polynéme admet pour discriminant :
A=0b%—4dac=(—1)? —4x(—2)x6 =1+ 48 = 49
On a la simplification suivante:

VA=\19=7

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ VA
n= 2a v2 = 2a
(-1 -7 (=147
2x(—2) o 2x(=2)
1-7 1+7
T4 T4
=6 8
T4 T4
3 =2
2

Le coefficient du terme du second degré de ce polynéme
étant strictement négatif, on en déduit le tableau de
signes suivant :

3
T —00 —2 5

222 —2+6 - + -

On en déduit que la fonction f est définie sur 'intervalle
3
)
2
2. L’expression de la fonction f est définie par la composée

de la fonction u par la fonction racine carrée ou:
wz)=-222-2+6 ; u(r)=—4r—1

La formule de dérivation de la fonction racine carrée per-

met d’obtenir ’expression de la fonction dérivée f:
u'(x) —4x—1

f'(@)

B 2.1/ u(x) B 24/ =222 —x+6

Correction 3

Le nombre dérivée de la fonction g en —1 est définie par la

limite: F1th 1
1) =t LR =S

On a les transformation algébrique suivante :

f(=14h) = fF(=1)

h
V2(=1+h)2=3(=1+h)—2—/3
h
V2(1—2h+h?)+3-3h—2—/3
h
 V2-4h+2h2+3-3h—2-/3
h

V2R —Th+3-1/3

h
Le facteur \/2h2—Th+34+/3 est non-nul:
(v2re =7h+3 - V3) (Vi —Th+ 3+ /3)
n(V2hE=Th+3+/3)

 PTh43-3 22_7h
h(V2h=Th+3+\/3)  h(V2h=Th+3+\/3)
o —7

V2R —Th+3+4/3

Ainsi, le nombre dérivé en —1 a pour valeur:
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f/(*l) _ }IL}E}) f(_l"_h)h_ f(_l)
i o2h — 7 -7 _ _7\/5
h=0 /212 — Th + 3 + \[ 2/3 6

L’équation réduite de la tangente s’obtient par la formule:

y = f'(a)(x—a) + f(a)
y=f(-Dz— (1] +f(-1)

y=— 7\[ z+1) +3
y:—76ﬁ N

Nﬁﬁ

6 © 6

Correction 4

La fonction f est la puissance 3 de la fonction u ou:
u(z) =z +1

La fonction u est la composée de la fonction v par la fonction
racine carrée ou:

viz)=xz+1 ; v (zr)=1
La formule de dérivation de la fonction racine carrée permet
d’obtenir I'expression de la fonction v’ :

N
@) 2\/v(z) 2vz+1

La formule de dérivation de la puissance d’une fonction per-
met d’obtenir I’expression de la fonction f’:

'x:~u':r~ux2:~# T 2
() = 3-u/(2)-[u(z)] 32MW +1)

3 ($+1)73(w+1)

T ozl oz +1

Correction 5

a. La fonction f est définie par le produit des fonctions u
et v définies par:

w(z) =322 -2 +1 ; v(z)=+z

qui admettent pour dérivées:

u(z)=6c—2 ; o'(z)= L

2/z

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f'(@) = u'(2)v(@) + u(z)v'(2)
= (6 — 2)

2

2(6z — 2)(v/z)? + (322 — 2z + 1)
2\

1202 — 4z + 32> — 20+ 1  152° — 62z +1
2z 2z

b. La fonction g est définie par le produit des fonctions u
et v ou:
uz)=2cx+1 ; wvx)=+3—2
qui admettent pour dérivée
® u(x)=2
® Soit w la fonction définie par:
1
we)=Vz ; wi(z)=—r
2/ x
La fonction v est la composée d’une fonction affine

par la fonction w:

v(z) = w(3—x)
La fonction v" admet pour expression:
1 -1
v'(z) = 1w (3—x) = — =

243 —x 2v/3—zx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction ¢’ dérivée de la fonction g:

g'(z) = /' (2)-v(z) + u(e)v'(z)

—1
— 2Bz + (24 1) ———
2v/3—x
@232 —2w-1 4B-2)-22-1
23—z 23— 2/3 -z
12 —4x — 22— 1 11 — 6z

W3-z 23—z
Correction 6

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:

fla) =e @
ou la fonction u est définie par:
wx)=2—-22 ; u(z)=-2=

La formule de dérivation de la fonction exponentielle
donne 'expression de la fonction f’ dérivée de la fonc-
tion f:

Fl(@) = v (2)e¥@) = —23.e2-"

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
f(a) = e
ou la fonction u est définie par:
wx)=22+1 ; o(z) =22

La formule de dérivation de la fonction exponentielle
donne l'expression de la fonction f’ dérivée de la fonc-
tion f:

Fl(@) = v/ (2)e@) = 2g.67"+1

3. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
f(x) = e
ou la fonction u est définie par:
wr)=z>4+z+1 ; u(z)=22+1

La formule de dérivation de la fonction exponentielle
donne l'expression de la fonction f’ dérivée de la fonc-
tion f:

f(x) = u/(x)-e*®) = (2-z + 1)'e“:2+””+1

Correction 7

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v définies par:
ur)=2x+1 ; wv(zr)=e"t!
qui admettent pour dérivées:
u(z)=2 ; v(x)=e"t!

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:
f'(@) = v/ (2)v(@) + u()v'(z) = 2"+ + (2.0 + 1)+

=(242z+1)e"t = (224 3)-e"t!

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v définies par:

ulz) =2 ; wv(x)= 3o’
qui admettent pour dérivées: ,
W(z)=1 ; v'(z)=6xe>"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:
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F(x) = v (x)v(z) + ulz)v (z) = 17" + x-(Gm-e3'w2)
— 63'12 +6x2.63-1’2 — (61‘2 + 1)'63'1‘2

Correction 8

1. La racine carrée d’'un nombre n’est définie que si ce
nombre est positif ou nul; cherchons les valeurs pour
lesquelles, le polynéme se trouvant sous le radical est
positif ou nul:

Ce polynéme admet pour discriminant :
A=b—4ac=(-2)?—-4x1x3=4—-12= -8

Le discriminant de ce polyndéme étant strictement né-
gatif, ce polynéme n’admet aucune racine sur R.

Ainsi, ce polyndéme admet pour signe sur R le coefficient
du terme du second degré:

x —00 —+00

x2—2z+3 +

La fonction g est donc définie sur R.

2. La fonction g est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ou:
wz)=2?-22+3 ; u(x)=2x-2

La formule de dérivation de la fonction racine carrée per-

met d’obtenir I’expression de la fonction ¢’ :
u'(z) 2 — 2 z—1

)= 2-y/u(x) - 22?2 —2x+3 - vz —2x+3

On a les deux valeurs suivantes:

R e

!

Il
=] O
|
N D
w
!
=3
Il
N Qo

+
3 1 1 1
.g/@)_ 2 _ 2 _ 2
2 \/32 N \/ﬁ 3
(5) TExg T 12

1 2 1

= —X—- = —

2 3 3

3
Ainsi, la courbe 6, admet au point d’abscisse 3 la tan-

gente d’équations:
=0 (3) (r=3) +o(3)
¥=9\3 5 9\ 5

-y

113

Y=3%7375
1

Y 3x+

Correction 9

1. Déterminons le signe du polynéme du second degré situé
sous le radical. Ce polynéme a pour discriminant :
A =0b%—4-a-c=13% — 4x6x(—5) = 169 — (—120) = 289
On a la simplification : \/@ = \/ﬁ =17

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ /A
xr = ——"—" €ro = ————
2-a 2-a
1317 13417
T 2x6 T 2x6
30 4
T 12 T 12
) 1
) ~3

Le coeflicient du second degré étant strictement positif,

on a le tableau de signes suivant :

5 1

x —00 —= - o)
5 +

+ - +

6224+ 13z —5

Une racine carrée n’étant définie que pour un nombre
positif ou nul, on en déduit que I'image d’un nombre x
par la fonction f ne peut exister que si I’expression sous
le radical est positif ou nul. On en déduit ’ensemble de
définition de la fonction f:

oy oo

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme

de la composée d’une fonction u par la fonction racine
carrée ou:
wlx) =622 +13x -5 ; o/(z) =122+ 13

Par la formule de la dérivée de la composée d’une fonc-
tion par la fonction racine carrée, on obtient I’expression

de la fonction f’, dérivée de la fonction f:
u'(z 12z + 13
frlay= 1D

C2fu(e)  2-V/622 + 13z -5

Ainsi, on a le tableau de signes suivant :

x —00 7? fﬁ 1 +o0
2 2

122 + 13 - - +

24/6224+132—5 +

f'(z) -

Pour £#0, on a les transformations algébriques:

fo) = Vor ¥ 13— = fo2 (54 2 - D)

On a les deux limites suivantes:

13 5
lim 2?2 =400 ; lim 6+———5=6
T —00 T —00 €T T

On en déduit la limite:

o 13 5 ,

lim x-<6+———2)=+oo=> lim f(x) =400
T —00 T T T —00

De méme, on obtient la limite:  lim f(z) =400

r——400

Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-
ant :

5
1
8
|
ol

+00

Wl

—+00 —+00

Variation
de f

Correction 10
1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:

f(@) = [u(z)]’

ou la fonction u est définie par:

0 0
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wlx) =522 +3x+2 ; u(z)=10z+3

La formule de dérivation de la puissance n-iéme d’une
fonction permet d’obtenir I'expression de la fonction f:

(@) = 54 (2)- [u(z)]* =

2. Déterminons le discriminant de I’expression 5x243x42:
A=0b—4ac=3%—4x5x2=9—40 = —31
Le discriminant de ce polyndéme étant strictement né-
gatif, ce polynéme ne s’annule pas sur R.
On en déduit que le facteur (5x2+3x+2)4 est stricte-
ment positif.

Le signe de la dérivée f’ ne dépend que du facteur
10z + 3. On obtient le tableau de signes suivant :

k +
xT —00 - o0
0

f'(x) - +

Ainsi, les variations de la fonction f sont résumées dans
le tableau ci-dessous:

x -0 —-5 +00

Variation
de f

Correction 11

1. La fonction f est définie si l’expression située sous le
radical a des valeurs positives ou nulles.
Déterminons le signe du polynéme du second degré situé
sous le radical. Il a pour discriminant :

A=0b%—4ac=1%—4x2x1=1-8=-T7

Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit
que ce polynéme a pour signe sur R le signe de son
coefficient du second degré: ce polynoéme est touours
strictement positif.

On en déduit: Dy=R.

2. La fonction f est définie par la racine carrée de la fonc-
tion u ou:
wx) =222 +z+1 ; u'(r)=4x+1
La formule de dérivation de la composée d’une fonction
par la racine carré, on obtient ’expression de la fonction

7
) = u'(x) _ dr +1
2¢/222 +x+1

2.4/ u(x)
Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f’
ne dépend que de son numérateur :

1
x —00 —= 00
1 +
f'(@) - +
Ainsi, la fonction f admet le tablaeu de variation suiv-
ant :
T -0 f% +00

Variation
de f

5-(10z + 3)- (522 + 3z + 2)"

3. (a.) On a les deux valeurs suivantes:

D=v2x124+14+1=+/4=2
4x1+1 5 5
o f1(1) = X1+ _ _2
2.v/2x12 4141 2x2 4
Ainsi, la tangente & la courbe €7 au point d’abscisse
1 admet pour équation :

y=f1)(-1)+fQ1)

5
yzf-(x—1)+2
4
5 5
V=gt gt
5 +3
—2pa2
Yy=3*Ty
N\ 4 /
\\ /V
. N\ )4
N, /
N 4
N I 7
//'
/ a)
. R L /1 D
- -B -2 -

Correction 12

1. (a.) On a l'image suivante par la fonction f:
£(0) = (ax0+1)(2x02 + 0+ 1) = 1x12 =1
Ainsi, le point de coordonnée (0;1) appartient & la
courbe % : on a ¢y qui passe par le point J.

b.) Le coefficient de la droite (JB) a pour valeur:
rp —Xg 1-0 1

c.) L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v définies par:
uwz)=az+1 ; v(x)= (22" +z+ 1)2
qui admetent pour dérivées:
W(z)=a ; v(x)=2(4x+1)(22* +2+1)
La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir 'expression de la fonction f’:

f(x) =/ (z)v(z) + u(z)v'(x)
=a (202 + 2+ 1)" + (wo+ 1) [2(40 + 1) (222 + 2+ 1)

[a (202 +z+1) + (a-x—|—1)(8x+2)]~(2x2—|—x—|—1)

(2ax +a-x + a+ 8a-x? +2am+8x+2) (2m2+x+1)
= [10a-2* + (3a+8)-w + (a+2)]-(22% + x + 1)

d.) Si la droite (JB) est la tangente & la courbe € au
point d’abscisse 0 alors le nombre dérivé de la fonc-
tion f en 0 a pour valeur le coefficient directeur de la
droite (JB):

f(0)=3
[10ax0% 4 (3a+8)-0 + (a+2)]-(2x0* +0+1) =3
(a+2)x1=3
a=3-2
a=1

2. Etudions le signe des deux facteurs du produit définis-
sant la fonction f’:

® Pour le polynéme 1022+11x+3, on a le discriminant :
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A=0b%—4ac=112-4x10x3 =121 -120=1
Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
que ce polynome admet les deux racines:

—b— /A —b+ /A
r = —— XTo = ————
2-a 2-a
_-11-1 11+
2x10 T 2x10
_—12 _—10
T 20 T 20
3 1
T 5 T2

Le coefficient du terme du second degré étant posi-
tif, on en dédguit (11ue ce polynéme est négatif sur
kM .
I'intervalle [ 5 2}.
® Pour le polynéme 222441, on a le discriminant :
A=b—4ac=12—-4x2x1=1-8= -7

Le discriminant étant strictement négatif, on en dé-
duit que ce polynéme a pour signe sur R le signe de
son coefficient du second degré.

On obtient le tableau de signes:

<L —00 *% *% +o00
1022 +112+3 + — +

2z +r+1 + +

f'(@) + -

On en déduit les sens de variations de la fonction f:
3
® La fonction f est croissante sur I'intervalle } —00; _S]

. 1
et sur l'intervalle [75 ;oo [

3 1
® La fonction f est décroissante sur [—5 ; —5}
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