Terminale spécialité

Chapitre 12 - Exercices

Exercices : Fonction In partie 2

Exercice 1

Déterminer la valeur des limites suivantes:

a. lim 2-lnzx+zx b. lim In(z+3) - 32

T—+00 z——3+1
1

¢c. lim In(z)—— d. lim In(e"+1)
z—0t x T—>+00

e. lim e 2matl f. lim In(z?—z)
—0t T —+00

Exercice 2

Déterminer les limites suivantes:
Inx

a. lim — b. lim z-lnz

it g e SEN z—0t

In(1

c. lim In(1+2) d. lim In(z)-(22 +2)

x—0 €T 0+

-2 1

e. lim :c f. lim zIn (1+7)

z—+oo Inx @400 x

Exercice 3

Déterminer ’expression de la fonction dérivée de chacune des
fonctions suivantes:

Inz+1
b9(@) =501

d. j(z) =In(e"—1)

a. f(z)=azInz
¢. h(z) =In(v/1-2)

Exercice 4
On considére la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par:
f(x)=2%Inx
La courbe (%) représentative de la fonction f dans le plan
muni d’un repére orthonormé.

1. (a.) Déterminer la limite de f en +ooc.

b.) Etudier les variations de f sur ]O ; —l—oo[

2. Pour cette question, toute trace de recherche, méme in-
compléte, sera prise en compte dans I’évaluation.

Démontrer qu’il existe une tangente unique a la courbe ¢’
passant par O. Préciser une équation de cette tangente.

Exercice 5

On considére la fonction f définie sur ]0 ; —i—oo[ par:

Inx
fl)=a+ =
On note % la courbe représentative de la fonction f dans
le plan muni d’un repére orthonormé (O; 1 j) d’unité
graphique 3 cm.

1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f. Quelle est
I'interprétation graphique de ce résultat?

On admet que la fonction f admet pour dérivée la fonction
f' dont expression est :

f,(m):1+1—lnx

et que la fonction f est strictement croissante. On note (d)
la droite d’équation y=z=.

2. (a.) Déterminer ’abscisse du point A de la courbe % en
lequel la tangente (7) est paralléle a la droite (d).

b.) Déterminer I’équation de la tangente (7).

3. A laide de la calculatrice, tracer les droites (d) et (7)) et
la courbe %.

Exercice 6
- =
j .

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O 51 On
considére la fonction f définie sur 'intervalle [() ; +oo[ ar:

f(z)=—3-Inz+2:(Inz) 2
On note (‘5) sa courbe représentative.
1. (a.) Résoudre dans |0;+o00[ Péquation: f(z)=0.
(On pourra poser: Inz=X).
b.) Résoudre dans ]0; 400 l'inéquation:  f(x)>0.
2. (a.) Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.
b.) Calculer f'(z).

c.) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau
de variations.

3. Déterminer une équation de la tangente (9 ) a la courbe
5
(%) au point d’abscisse e4.

4. On se propose d’étudier la position de la courbe (%) par
rapport a la droite (7). Pour cela, on considére la fonc-
tion ¢, définie sur ]0 ; —1—00[ par:

5 41
o) = f(a) = (4e73a - )
4. Inz—1 5
a.) Montrer que: ¢'(z)= TP g
x

puis calculer ¢”(x).

b.) Etudier le sens de variation de ¢’ sur }O ; +00 [
En déduire que, pour tout = appartenant a }0 ; —|—oo[,
ona: ¢'(x)<0.

5
c.) Calculer go(el). Pour tout x appartenant a }0 ; —|—oo[,
déterminer le signe de ¢(z).

En déduire la position de la courbe (%) par rapport a
la droite (7).

5. Tracer la courbe (%) et la droite (7). (unité graphique:
2cem)

Exercice 7
1. Soit f la fonction définie sur [O ; +oo[ par:
fl@)=aze* -1
a.) Déterminer la limite de la fonction f en o0 et étudier

le sens de variation de f.

b.) Démontrer que I'équation f(z)=0 admet une unique

solution « sur l’intervalle [0;—1—00[. Déterminer une
valeur approchée de o & 1072 prés.

c.) Déterminer le signe de f(z) suivant les valeurs de z.
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On note € la courbe représentative de la fonction ex- Partie B
en On considére la fonction f définie sur 'intervalle ]0;—1—00[

ponentielle et I' celle de la fonction logarithme n_é}péii>
dans le plan muni d’un repére orthornormé (O; i3] ) par:  f(x) :2x—ln—§
x
On note ¥ la courbe représentative del_a) fo_r)mtion f dans le

Les courbes ¢ et I' sont données ci-dessous:
\ plan, muni d’un repére orthogonal (O; 157 )
1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en 4oc0.
% 2. Justifier que f’(x) a méme signe que g(z).
\ 3. En déduire le tableau de variations de la fonction f.
- =

4. Tracer la courbe ¥ dans le repére (O; 157 ) On pren-
dra comme unités: 2cm sur 'axe des abscisses et 1cm

sur ’axe des ordonnées.

o — )
\ -
T~ _ Exercice 10
\ Z
S G == Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on désigne
. par f, la fonction définie par:
o) - ®© Yol <t ol N ™ S fn(x) = "%
= On note ‘ég sg courbe représentative dans un repére orthog-
Soit  un nombre réel strictement positif. On note M le onal (O; v d ) du plan.
point de ¥ d’abscisse x et N le point de I' d’abscisse x. Sur le graphique ci-dessous, on a représenté une courbe %
On rappelle que pour tout réel z strictement positif: o? k gst un entier naturel non nul, sa tangente T} au point
T d’abscisse 1 et la courbe %3.
e” > In(x).
o La droite T}, coupe 'axe des abscisses au point A de coordon-
a.) Montrer que la longueur M N est minimale lorsque 4
x=ca. Donner une valeur approchée de cette longueur nées (5 ; O)-
a 1072 prés.
3%
b.) En utilisant la question 1., monter que: e%=—.
En déduire que la tangente a ¥ au point d’abscisse «
et la tangente & ' au point d’abscisse a sont paralléles. 21
Exercice 8
J__
On considére la fonction f définie sur [1;4o00] par:
In(z)
x)=z— —=
f(@) -
1. Soit g la fonction définie sur [1 ; +oo[ par: -t /' o
g(z) = 2% — 1 + In(x) /
Montrer que la fonction g est positive sur [1 ;400 [ :" a4
!
2. (a.) Montrer que, pour tout x de [1 ; —I—OO[Z ,.'
o(x) [/
flla) == A
b.) En déduire le sens de variation de f sur [1 ; +oo[. 1. (a.) Déterminer les limites de la fonction f; en —oo et
en +0o0.
Exercice 9 b.) Etudier les variations de la fonction f; et dresser le
. tableau de variations de f;.
Partie A
c.) A Taide du graphique, justifier que k& est un entier
On considére la fonction g définie sur Uintervalle }O;—l—oo[ supérieur ou égal & 2.
par: g(z)=223—1+2-Inz
2. (a.) Démontrer que pour n>1, toutes les courbes %,
1. Etudier les variations de la fonction g sur l'intervalle passent par le point O et un autre point dont on don-
nera les coordonnées.
b.) Vérifier que pour tout entier naturel n supérieur ou

05 +00].
2. Justifier qu'il existe un unique réel « tel que g(a)=0

Donner une valeur approchée de o, arrondie au centiéme. égal a 2, et pour tout réel z:

fole) =" (n — )

3. En déduire le signe de la fonction g sur lintervalle
]0 ;400 [ 3. Sur le graphique, la fonction f3 semble admettre un max-
imum atteint pour x =3. Valider cette conjecture & I'aide
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d’une démonstration.

4. (a.) Démontrer que la droite T} coupe 'axe des abscisses

k—2 )
7]@—1’0 .

b.) En déduire, a ’aide des données de I’énoncé, la valeur
de 'entier k.

au point de coordonnées (

Exercice 11

Partie A

On considere la famille de fonctions (fy) définie pour k€N
par: fi(z)=(z+k)-e"+z
On note %% la courbe représentative de la fonction f; dans

une repére orthonormé.

Quelle fonction de la famille (fx) admet la droite (d)
d’équation y=x—e~2 comme tangente au point d’abscisse —2.

Partie B

1. On considére la fonction g définie par:
g(z) = (x+1)e® +e 2

a.) Déterminer I'expression de la fonction g'.

b.) Dresser le tableau de variations de la fonction g.

2. Déduire des questions précédentes la position relative de
la courbe % et de la droite (d).

Exercice 12

1. On considére la fonction g définie sur [1 ; —|—oo[ par:
gx) =In(2x) +1—x

a.) Cette question demande le développement d’une cer-
taine démarche comportant plusieurs étapes. La clarté
du plan d’étude, la rigueur des raisonnements ainsi que
la qualité de la rédaction seront prises en compte dans
la rédaction.

Démontrer que I'équation ¢g(z)=0 admet sur [1 ; —|—oo[
une unique solution notée a.

b.) Démontrer que: In (2~a) +1l=q«

2. Soit la suite (uy) définie par ug=1 et pour tout entier
naturel n, par:
Upt1 = In(2-uy,) + 1.

On désigne par (T') la courbe d’é_(}]ua_t}on y=In(2-2)+1

dans un repére orthonormé (O; i3] ) Cette courbe

est donnée ci-dessous:

= | ——
L ——]
3 //
]
2 -~
//

dT /

-1 O [ y 4 T §
=2

a.) En utilisant la courbe (T'), construire sur axe des ab-
scisses les quatres premiers termes de la suite.

b.) Démontrer que pour tout entier naturel n:
1<un<un+1<3

c.) Démontrer que la suite (un) converge vers Q.

Exercice 13
Soit f la fonction définie sur [0 ; —i—oo[ par:
J(@) = te
On note (%) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (O i ; j ).
Partie A

1. Etudier les variations de la fonction f sur [O ; +oo[.

2. Déterminer la limite de f en +o0.

Partie B

On considére la suite (un)n>1 A termes positifs définie par:
up =0 ;5 upt1 = fup) =u, +e 4

1. Démontrer que, pour tout réel x positif:
In(1+z) <z
On pourra étudier la fonction g définie sur [O ; —l—oo[ par:
g(x) =z —In(l+z)

2. En déduire que, pour tout entier naturel n non-nul:

1
In(n+1) < In(n) + -

3. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul:
1
f[ln(n)] =1In(n) + -

4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n non-nul :
Inn < uy,

5. En déduire la limite de la suite (un)n>1.

Exercice 14

Soit (un) la suite définie par up=1 et, pour tout entier na-
turel n:
Unt1 = Up — In (uy?+1)

On admet que la fonction f définie par:
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f(x) =2 —In (27+1)
est croissante sur R.

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
u, appartient a [O ; 1].

2. Etudier les variations de la suite (un)
3. Montrer que la suite (un) est convergente.

4. On note ¢ sa limite, et on admet que ¢ vérifie ’égalité :

fio) =¢

En déduire la valeur de ¢.

Exercice 15

Dans un jeu aléatoire, I'’événement G “la partie est gagnée’ a
une probabilité de:
23
PG)=—
@) 180
1. Un joueur répéte six foix ce jeu de maniére indépendante.
Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux et
en donner une valeur arrondie & 1072 prés.

2. Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire
pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit
supérieure a 0,97
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