Terminale spécialité

Chapitre 12 - Exercices

CORRECTIONS

Exercices : Fonction In partie 2

Correction 1

a. On a les deux limites:
lim 2-lnx=+c0 ; Ilim =+
T+ +00 xT—-+00
On en déduit la limite suivante:
lim 2-lnx+x =400
r—>—400
b. On a les deux limites suivantes:
lim In(z+3)=-0c0 ; lim —-32=9
——3+ -3+
On en déduit la limite suivante:
lim In(x+3)—3z=-x
z——3+
¢. On a les deux limites suivantes:
1
lim In(z) = —oc0 ; lim ——=-00
+ r—0t T
On en déduit la limite suivante:
lim In(z) — — = -0
z—0t T
d. On a la limite suivante:
lim e*+1=+400
T——400
La fonction logarithmique est continue et admet la limite
suivante :
lim Inz=+o0
T—>—400
Par composition des limites, on a:
lim In (em + 1) =400
T—>—400
e. On a la limite suivante:
lim Inx = -0 = lim —2-lnx+1 =400
z—0t z—0t1
La fonction exponentielle est continue et admet la limite
suivante: lim e% = 400
r——+00
Par composition des fonctions, on a la limite suivante:
lim e 22+l — 1o
0t
f. Remarquons la factorisation suivante:
x2—z:z~(x—l)
On a les deux limites:
lim z=400 ; lim z—1=+00
T+——+00 T—+00
On en déduit la limite: lim 22 — 2z = 400
T——400
La fonction logarithme est continue et admet la limite
suivante: lim Ilnz = 400
x—-+00
Par composition des fonctions, on a la limite suivante:
lim In (2% —z) = 400
T——00
Correction 2
Inz
a. D’aprésle cours,ona: lim — =0
=400 I
b. D’aprés le cours, on a: lim z-Inx =0
=0t
In(1+2x In(14+2x) —In1
c. Ona: lim g = lim L
x—0 xT x—0 x

Cette limite correspond & la définition du nombre dérivée
de la fonction logarithme en 1. Cette limite a pour

valeur :1 )
tim B0y =1

x—0 x

d.

On a les deux limites suivantes:
lim In(z) = —o00 ; lim 2%2+2=2
x—0t x—0t
On en déduit la limite suivante:
lim In(z)-(2% +2) = —c0
=0t

On a la transformation algébrique suivante :
T —2 z 2

Inz :lnx Inz

On a les deux limites suivantes :2

¢ lim In(z) =400 = — =0
n—+00 Inx
® On a la limite suivante:
. nT . T
lim — =0t — lim — =400
n—+too n—>+oo Inx
P .. . . xr — 2
On en déduit la limite suivante: lim =400

z—+oo Inx

Puisque £#0, on a la transformation algébrique suiv-

ante: 1 1
1 In (1—&—*) In (1_,_,) —Inl

_ /) _ T

z-In (1+E) = T = T

T T

1
En posant le changement de variable X =—, on a:
x

1
. In (HE) —Inl _ In(14+X) —In (1)
1 X

X

® quand x tend vers +oo, la variable X tend vers 0T,
Ainsi, on a ’égalité des deux limites:

1
. In (1+;)—1n1 oy (X)) —n (1)
T——+00 1 X0+

T

In(14+X)—In(1
Or, la limite lim In(1+X)-In(1)
X—0+t X
valeur du nombre dérivée en 1 de la fonction logarithme.

1
On en déduit: lim z-In (1—1—7) =1
T

T——+00

correspond a la

Correction 3

a.

la fonction f est définie comme le produit des fonctions
u et de v définies par:

uw(z)=z ; v(z)=Ilhz
qui admettent pour dérivée:
1
/ = 1 . / = —
@) =1 ; v() =

La formule de dérivation d’un produit donne I’expression
de la fonction f’:

f'(@) = v/ (2)-v(z) + u(z)-v' (z)

1
=1llhnhz+x—=hx+1
T

La fonction g est définie comme le quotient des fonctions
u et v définies par:

we)=Inzx+1 ; wv(z)=22+1
qui admettent pour dérivée:
’ _ - . / —9.
u'(x) Z v (z) x
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La formule de dérivation d’un quotient donne
Pexpression de la fonction ¢’ :
u'(z)v(r) — u(z)v (z
oy M@)(@) — u() @)

[v(@)]’
~<:c2 + 1) - (lner 1)~2~3§
(22 +1)°

SE

x [é(an +1) — (lnz + 1)-2-3:]

:1:~(x2 + 1)2
_ 224+1—-22%Inx — 2-22
x- (22 + 1)2

c. La fonction h est donnée sous la forme Inwu ou:

u(z) =+v1-z ; (z)= -1

2/ 1—2x
La formule de dérivation de la fonction logarithme
donne:
-1
/ /1 — 1 1
M@y:“@)ZQ l-z _ _

uw(z) 1z 2¢/1—z 1-z
B 1 B 1 1
2.(y1—z)®  2l-z  2(-2)
d. La fonction j est définie comme la composée de la fonc-
tion w par la fonction logarithme o :
u(x)=e*—1 ; u/(x)=¢€"

La formule de la dérivée de la composée d’un fonction
par la fonction logarithme donne ’expression de la fonc-
tion j':

Correction 4

1. (a.) On a les deux limites suivantes:

lim z2=400 ; lim lnz=+oc0
T—+oo r——+00

On en déduit la limite :
lim f(z)= lim 2?Inz = +o0
T—+o0 400
b.) Pour étudier la variation de la fonction f, déterminer
Iexpression de la dérivée de la fonction f.
La fonction f est définie par le produit des fonctions

u et v ou:
u(z) =22 ; wv(r)=Ix
qui admettent par dérivée:
1
u(z) =22 ; v(x)=-—
x

La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction f:

['(x) = u/(x)-v(z) +u(x)v(x )=2x-lnx+x2-é

=2r-lnz+z= x-(2~lnx + 1)
Résolvons I'inéquation suivante :

22Inz+1>0
2:-lnx > -1
lnx > _
nr > —
2
La fonction exponentielle est strictement croissante sur
R:
1
elnz > e—§
1
T>e 2
On en déduit le tableau de signes suivant :
1
x —0o0 0 e 2 +00
x - + +
2:Inz +1 — +
f'(x) - +

On en déduit: )
® La fonction f est décroissante sur }0;675} ;

1
® La fonction f est croissante sur }672 ;—I—oo} ;

2. Soit a¢ un nobre appartenant a U'intervalle ]0 ; +oo[. La

tangente a la courbe € au point d’abscisse a a pour équa-
tion:
y = f'(a)(z—a)+ f(a)
= [a-(2~ Ina + 1)]
= [a-(2~lna—|— 1)] x — a? (2 Ina + 1) +a*lna
( )]

= [a-
= [a-(2~lna—|— 1)] x — a? (lna—i— 1)
Ainsi, la tangente passe par 'origine si son ordonnée &
I’origine est nul. Résolvons I’équation suivante:
—a2~(lna—|— 1) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul:

(r —a)+a*Ina

2-lna+1)|-x — (2 lna+1flna)

—a2=0 Ina+1=0
a=10 Ina=-1
elna _ o—1
a=e!

f étant définie sur ]0 ;o0 [, cette condition n’est vérifiée
que pour a=e" L.

On a les deux valeurs suivantes:

¢ fle!) = (e_l)2~ln (e7h) =e?x(~1) = —e?

o filet) = e [2m () +1] = e [2x(=1) + 1]
= e*1~(—2 + 1) =—e!

Ainsi, la tangente a la courbe 4" au point d’abscisse e~
a pour équation:
y=Ff(e)(z—e)+ fle)
= —e_l-(x _ e_l) —e 2= _elgte2_g2

=—elua

1

Correction 5

1. On a les deux limites:

lim lnz=—-o00 ; lim z=0%
0t 0+
On en déduit la limite:
. nr
lim — = -
=0t X
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Pour la fonction f, on a la limite:

Inz
li = i = _
Jim f(x) Jim + 00

La courbe ¥ admet une asymptote verticale en 0.

a.) Le coefficient directeur de la droite (d) a pour valeur
1.
Pour que la tangente (7) soit paralléle a la droite (d),
il est nécessaire que le nombre dérivée de la fonction f
vale 1.

Résolvons 'équation :

flx)=1
1-1
| |
T
1—Inx
=0
T
Si un quotient est nul alors son numérateur est nul:
l1—-lnz=0
—Inx=-1
Inz=1
elnaﬁ — el
r=ce

Le point A a pour abscisse e.

La tangente (7) a la courbe ¢ au point d’abscisse e a
pour équation réduite :

y=f'e)(z—e)+f(e)

y:l-(m—e)+e+ln76

1
y=r—e+e+ —
e

y:x—i—e_l

3. Voici la représentation de ces trois courbes:

Correction 6

a.) Résolvons I’équation:
~3—Inz+2(lnz)’ =0
Effectuons le changement de variable X=Inx
-3-X+2X%2=0
22X2-X-3=0
Le polynéme du membre de gauche admet pour dis-
criminant :
A=0b%—4ac=(-1)2—4x2x(3) =1+24=25
On a la simplification suivante: \/E =14/25=5

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux
racines suivantes:

Xlz—b—\/Z X2:—b+\/Z
2-a 2-a
_ —(-1)-5 _ —(=1)+5
T 2x2 T 2x2
4 6
T4 !
=-1 3
T2

Ainsi, les valeurs de x solutions de I’équation f(x)=0

2.

doivent vérifier :

111931 :Xl lnl‘g :Xg
1111‘1 =-1

lnl‘g = —

elnxl :e—l 2

_ 3

ry =e ! ez — 032

3

T9 = €2

Cette équation admet pour ensemble de solution:
3
S = {e_l ; e§}

b.) Pour étudier le signe de f(x), on utilise encore le
changement de variable X =Inz ; de plus, le coefficient
du second degré de ce polyndme est strictement positif
et I’étude faite a la question (a.) permet d’obtenir le
tableau de signes suivant :

3

2.X2-X-3| + — +

Ce polynéme est strictement positif pour les valeurs
de X appartenant & I’ensemble:

3
}—oo;—l[ U}§;+oo[
Par le changement de variable posé, on en déduit que
la fonction f est strictement positif sur ’ensemble :

Jose-1[ 0ok oo

a.) ® On a les deux limites suivantes:

lim —Inz =400 ; lim 2-(lnx)2:—|—oo
0t 0t
On en déduit la limite suivante:

li =
S, J(@) = oo

® On a la transformation algébrique suivante:
flz)=-3—Inz+ 2-(lnx)2

=-3+ lnx-(2-lnx — 1)
On a les deux limites suivantes:
lim Inzx =400 ; lim 2-lnx —1= 400
x——+00 x——+00
On en déduit la limite du produit:
lim lnx-(2~lnx — 1) =400
r——+00
La fonction f admet la limite:  lim
T —+00

f(z) = +o0

b.) Notons u la fonction définie par:

u'(z) = 1

u(z) =lnz ;
x
La fonction f admet pour expression:
2
f(z) = -3 —u(x) + 2 [u(:z:)]
La dérivée f/ admet pour expression:
f(x) =0—u/(z) + 2-[2-v/ (x) u(x)]

1 1 1 41 4-lnz—1
=0——+4+2x2.—Inx=——+ -T2
x x x

x T

c.) Sur ]O;—|—oo [, le dénominateur de la fonction f’ est
strictement positif; ainsi, le signe de f’ ne dépend que
de son numérateur. Résolvons 1’équation suivante:

4-Inz—-1>0
Inx > L
nx > —
4
La fonction exponentielle est strictement croissante
sur R
1
eln:v > ed
1
T > e4

On en déduit que:
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® la fonction f est strictement croissante sur
1
I'intervalle {ei ;—l—oo{;
® la fonction f est strictement décroissante sur

1
I’intervalle } 0; ei] .

1
L’image de e4 par la fonction f a pour valeur:

f(e%) =—-3—-In (ei> +2-(lnei)2

1 1\2 1 1
- bra() = Lol
312G ST
__3 1+1_ —24-2+41 %
N 4 8 8 -8
On a le tableau de variations suivant:
T 0 et +00
—+00 “+00
Variation
de f
_ 25
3

3. Pour déterminer 1’équation réduite de la tangente T,
déterminons les deux valeurs suivantes:

® [’image de e4 par la fonction f a pour valeur:

f(e%) — _3-In (e%> +2[In (ei)]z

:—3—§+2~(§)2: L300

4 4 4 16
__3_ 0 /» 2471042 9
o 4 8 8 T8

® La fonction f admet pour nombre dérivée en e4 :

5
r(ef) - Sl G (13 1)t = gt

®
Slo

Ainsi, la tangente (.77) admet équation:
AT

5 5 9
= 4. *4.( — 4)_,
Y e T —e 3

5 5 5 9
y=4e 4.x —4e 4.e4 — -
8
5 5.5 9
y=4-e"1 R i
8
5 9
=4 d.x—4 — —
Y e 4-x g
5 41
—4de d.p — —
e 4 3
4. (a.) La dérivée de la fonction ¢ a pour expression :
5 4lnzx-1 5
¢(@) = ['(g) — 4o = T e
x
Ainsi, la fonction ¢’ admet pour expression :
(z) = —u(ﬁ) —4 67%
)

ou les fonctions u et v sont définies par:
uw(z)=4hz—-1 ; v(r)=x
qui admettent pour dérivées:

1 4
u(r)=4dx——-0=—- ; J(x)=1
x x

La formule de dérivation d’un quotient permet
d’obtenir I'expression de la fonction ¢’ :

4
st (@he-1)1 4 4pp41 5-4ma
x? N x? B x?

b.) Le quotient a un dénominateur strictement positif;
ainsi, le signe de ¢”(x) ne dépend que du signe du

numérateur : 5
5—4-Inx >0 lnx<1
—4-Inx > -5 5

_5 1na:<e

lnx<_—4 5

r <e4

On en déduit que:

5
® ' est strictement croissante sur ]0 ; 1 [;

. . 5
® ' est strictement décroissante sur } 1 ; +00 [

Ainsi, la fonction ¢’ admet un maximum en 1 et ce

maximum a pour valeur:

5 5
, 5 4'11’1(64)71 7§ 4XZ—1 7§
<,0(e4>:7§ —4-e 4:7§ — 4.4
e4d ed
4 _5 _5 _5
=——4e 1=4e1-4e 1=0
ed

Le maximun de la fonction ¢’ étant nul, on en déduit
que la fonction ¢’ est négarive sur [O ;00 [:
¢'(z)<0 pour tout z € [0;+00]

¢.) On a l'image suivante:

() = [ an( )] - serbed-2)

5 5\2 41 5 25 9
sogr() (- F) =g T g
 —24-10+25+9 _o

8
La question (b.) permet d’affirmer que la fonction ¢
est décroissante sur ]0;+oo[. On obtient le tableau
de signes suivant :

5
x 0 el +00

o(x) + -

On en déduit que:
® la courbe ¥ se situe au dessus de la tangente .7 sur

5
I'intervalle ] 0;e4 [ ;

® la courbe ¥ se situe en dessous de la tangente 7 sur

5
I'intervalle }el ;400 [

5. Voici le tracé de la courbe & et de la tangente 7 :
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N

et

-

N

3

N

=

S

S

1
[\
——

N\

Correction 7
1. (a.

T
On en déduit la limite de la fonction f:
lim f(z)= lim ze®—1=+400
T +00 T —+00
L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
f(z) = u(z)v(r) -1

ou les fonctions u et v sont définies par:

On a la limite suivante: lim z-e* = +oc0.

u(lz)=2x ; wv(r)=¢e"
qui admettent pour dérivée:
W(x)=1 ; '(z)=¢€"

La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction f’:
f'(@) =/ (x)v(z) + u(x)-v'(x) + 0
=1e" 4+ ze = e””-(l + x)

Le facteur e® étant strictement positif, le signe de la
fonction f/ ne dépend que du facteur 1+x qui est posi-
tif sur [0 ;00 [ La fonction f’ est donc positive sur
[0 ; —|—oo[: on en déduit que la fonction f est stricte-
ment croissante sur R..

b.) On a les deux limites:
FO)=-1 ; lim f(x)=too
De plus:

® la fonction f est continue sur [O;—i—oo[
¢ la fonction f est strictement croissante sur [0;+oo|

® le nombre 0 est compris entre les limites aux bornes
de son ensemble de définition
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
daires, on en déduit I'existence d’un unique nombre «
vérifiant solution de I’équation :
fla) =0
A Taide de la calculatrice, on obtient la valeur ap-
prochée de cette valeur:
a =~ 0,57

c.) Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-
ant:

2.

x 0 o —+00
“+o00
Variation 0 /
de f /

—1

Ce tableau de variations permet de donner le tableau
de signes suivant de la fonction f:

x 0 a +o00

f(=) - +

a.) La longueur M N s’exprime en fonction de x par:
MN =¢e* —Inz
Notons g la fonction définie par:
glx) =e" —Inz
Cette fonction admet pour dérivée la fonction g’ dont

I’expression est :
1 ze”—1 T
g'(w):em—f: :f()
x x x
Ainsi, sur [0 ;s +00 [, le dénominateur est positif. On en

déduit le tableau de signes de la fonction g’ :

T 0 a 400
g (v) - +

Ainsi, la fonction g admet le tableau de variations suiv-
ant:

x 0 o —+00

Variation
de g

On en déduit que la longueur M N admet un mini-
mum pour z=c. La calculatrice permet d’obtenir une
valeur approchée de la longueur minimale de M N :

MN =~ 2,33
b.) Le nombre « est solution de ’équation :
fla)=0
ae*—1=0
ae* =1
o 1
e* = —
o

Déterminons les équations des deux tangentes:

® La fonction exponentielle admet pour dérivée elle-
méme. Le nombre dérivée de la fonction exponen-
tielle en a a pour valeur e®.

La tangente & la courbe % de la fonction exponen-

tielle au point d’abcisse a a pour coefficient directeur

e,

® La fonction logarithme admet pour dérivée la fonc-
tion inverse. Le nombre dérivée de la fonction loga-

1
rithme en « a pour valeur —.
@
La tangente a la courbe I' au point d’abcisse a a
1
pour coefficient directe —
@

De I’égalité précédente, on en déduit que ces deux tan-
gentes ont le méme coefficient directeur.

Les tangentes au point d’abscisse a@ aux courbes % et

Mme GOUVEN


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

I" sont paralléles.

Correction 8

1.

2.

On remarque que la fonction g s’annule en 1:
g(1)=12-14+Inl=1-14+0=0

Nous allons étudier le sens de variation de la fonction
g. Pour cela, déterminons l’expression de la fonction ¢’

dérivée de la fonction g:
1 1 22241
g’(x):2x70+f:2x+f:7+
x x x
Sur l'intervalle [1 i +oo [, le numérateur et le dénomina-
teur sont tous deux strictement positifs, on en déduit que

la fonction g’ est strictement positive sur [1 ;Fo0o [

On en déduit que la fonction g est strictement croissante
sur l'intervalle [1 ;00 [

On a les limites suivantes aux bornes de son ensemble de
définition :

® g(1)=1-1+Inl=1-140=0

® On a les deux limites suivantes:

lim 22 —-1=400 lim Inxz =400
r——+00 r——+00

On en déduit la limite suivante:

. o . 2 _
wll)r_{loog(a:) = wll)rf_loo z? =1+ In(z) = 400

On obtient le tableau de variations suivant :

x 1 +00
+00
Variation|
de g
0

D’apreés le tableau de variations, la fonction g admet pour
minimum 0 pour x=1. On en déduit que la fonction g
est positive sur [1;+o0].

a.) En considérant les deux fonctions u et v définies par:

u(z) =ln(z) ; v(x)==x
qui admmettent pour dérivée:
1
W) == (r)=1

On peut écrire 'expression de la fonction f sous la
forme: (@)
u(x
x)=x—

La formule de dérivation d’un quotient permet

d’obtenir I'expression de la fonction f’:
' (z)v(z) — u(z)v'(z)

f’(:l:) =1- 2
[v()]
1
=l =l
x x
2> —(1—Inz) 22-1+Inz g(2)

La fonction g étant positive sur l'intervalle [1 ; +oo[7
on en déduit que la fonction f’ est positive sur cet
intervalle.

On en déduit que la fonction f est croissante sur
[1;400].

Correction 9

Partie A

1.

La fonction g admet pour dérivée la fonction ¢’ dont
I’expression est :

1 2
g'(x) =2:(32%) — 0+ 2x = = 622 +
x

x
Les deux termes de cette somme étant positifs, on en
déduit que la fonction ¢’ est positive sur ]0 ; +oo[.

On a les deux limites suivantes:

, w1 _
Jim g(z)=-co ;  lim g(z) = +oo
De plus:

® la fonction g est continue sur ]0 ; +oo[
® la fonction g est strictement croissante sur ]0 ; —i—oo[

® le nombre 0 est compris entre les images des bornes de
Iintervalle ]0 ; +oo[ par la fonction g.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
un unique nombre « 6]0 ; +oo[ vérifiant :

g9(@) =0
A Taide de la calculatrice, on obtient la capture d’écran
suivante :

Y1=2xe~3-1+2x1n W

[

n=0.BE6Y35EI1259 Y¥=0

Le nombre o a pour valeur approchée: «a=0,86

3. Ainsi, la fonction g est strictement croissante sur
]0; +00[ et s’annule en .. On obtient le tableau de signes
suivant :

T 0 o +00
o) | - 0+

Partie B

1. ® Déterminons la limite de la fonction f en 07 :

On a les deux limites suivantes:

. . ne
lim 2e =0 ; lim — = -0
20+ 0+ T2
On en déduit la limite suivante:
. Inz
lim 2x — — =+00
z—0t €T

® Déterminons la limite de la fonction f en +o0:

D’aprés le cours, on a la limite suivante :

1
lim — =0
De la limite lir_lp 2x=+00, on en déduit la limite:
T—+00
lim f(z) =400
T—r+00

L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:

INE)

O les fonctions u et v sont définies par:

wz)=lnz ; v(z)=2?
qui admettent pour dérivée:
1
u(z)=— ; v(x)=2x
x

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Iexpression de la fonction f’:
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f’(:l:) =2- 2
[v()]
LmQ — In(x)-(2z)
_9 i g T— Qxélln(x)
() v
B z-[1—2In(z)] 1—2In(z)
D T
22— (1-2Inz)  22°—1+2lnz  g(x)
N x? N x3 a3

Sur l'intervalle ]0 ; 400 [, le dénominateur du quotient de
f est strictement positif: f’ a le méme signe que son
numérateur.

La fonction f’ a le méme signe que la fonction g.

On en déduit le tableau de signes de la fonction f’ puis
le tableau de variations de la fonction f:

x 0 o} +00
Signe
de f’ ) + +
+00 +00
Variation|
de f
f(a)
Voici la représentation de la fonction f:
Of
/
4 /
A
/
4
3 I éﬂj
\ /
\[ ]/
2
J
o) i 2 3 g E

Correction 10

1.

a.) Déterminons les deux limites:
® On a les deux limites:

lm z=-0c0 ; lim e =400
T——00 T —00
On en déduit la limite:
lim ze™™ =—00
T —00

® On a la transformation suivante :
fi(z) = —(—x)-e™"
Par le changement de variable X =—z, on a:
filz) = —X-eX
Or, quand z tend vers +o00, la variable X tend vers
—00. On a la limite suivante:

lim —X-eX =0t
X+——o0

On en déduit la limite:  lim f(z) =0

T——+00

b.) La fonction f; est définie par le produit des fonctions
u et v définies par:

ulz)=a ; wv(z)=e"
qui admettent pour dérivée:
W(@)=1 ; v(x)=—-e"

La formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir 'expression de la fonction f”:

fi(2) = (@) v(x) + ulw)+ ()

=1le "+ :c-(—e*“’) =e T —zxe”

=e " (1 — x)
La fonction exponentielle étant strictement positive
sur R, le signe de f] ne dépend que du facteur (1—zx).

On en déduire le tableau de signes de la fonction f7,
puis le tableau de variations de la fonction f;:

T -00 1 00
Signe
Qe fl + (I* -
o1
Variation / \
de fy
00 0

c.) k est défini comme un entier supérieur ou égal & 1 et
la courbe %% ne vérifie pas le tableau de variations de
la fonction f;: k ne peut valoir 1.
On en déduit que k est un entier strictement supérieur
a 1: k est un entier supérieur ou égal a 2.

2. (a.) Montrons que toutes les courbes %, passe par les
points (0;0) et (1;e71):
® £,(0)=0"xe "=0x1=0
¢ f,(1)=1"xe t=e"1

b.) La fonction f,, est définie par le produit des fonctions
u et v définies par les expressions:
u(z) =2" ; v(x)=e "
qui admettent pour dérivée:
v (r) = na™ ! v (x) = —e7*

La formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir 'expression de la fonction f) :

fh(@) = (z)v(z) +u(z)v'(z) = na™te™® + ™ (—e™")

=na"he ™ — e =" e % (n — 1)

3. D’aprés la question 2. (b.), la fonction f; admet
I’expression :
fi(x) =223 —z)e®

—XT

Les facteurs x2 et e~® étant positif sur R, on en déduit
que le signe de la fonction f} dépend du signe de 3—z.
On obtient le tableau de signes de la fonction f4, puis le
tableau de variations de la fonction fs:
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T -00 0 3 +00

Signe
de f4 + + )

'Variation /
de f3 /

La fonction f3 admet un maximum atteint pour z=3.

4. (a.) D’aprés la question 1. (c.), on a k>2. La droite T}
est la tangente & la courbe %}, au point d’abscisse 1.
Son expression réduite est donnée par ’expression :
y=fi(D-(z—1)+ fe(1)
y=1""1(k—-1)e t(x—1)+1*e!

y=(k—1)et(z—1)+e!
y=(k—1)e! x—( —1)e t4et
y=(k— )e +(1—k)el+et
y=(k—1)etz+(2-k)e!

Déterminons l’antecedente du nombre 0 par ’équation
réduite de la tangente T}, :

fk(a?) =0
(k—1)etaz+(2—-k)e =0
(k—1)eta=(k—2)e!
. (k—2)-e!
(k—1)-e?!
k—2
Tk

Ainsi, la droite T} coupe l'axe des abscisses au point
k—2
de coordonnées (— ;O).
k—1
b.) Il est dit que la droite T} intercepte ’axe des abscisses

4
au point de coordonnées (5 ;O). Par identification

des écritures de ’abscisse de ce point d’intersection,
on obtient ’égalité:

k—2 4

k—1 5
D’aprés le produit en croix, on a:

4(k—1)=5k—-2)
4k —4 =5k —10
—k=-6

k=6
On en déduit que c’est la courbe %5 qui est représenté
dans le graphique.

Correction 11

Partie A

Soit k un entier naturel quelconque. On considére la fonction
fr dont I'expression est donnée sous la forme:
fr(z) = u(z)v(z) + =
ou les fonctions u et v sont définies par:
ulz)=xz+k ; v(z)=¢e"
qui admettent pour dérivées:
W(x)=1 ; v'(z)=¢€"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir

I'expression de la fonction f,:
fi(z) = (z)v(z)+u(z)v(z) + 1 = 1€ + (z+k)-e” + 1
="+ (z+k)e*+1=(z+k+1)e"+1
La droite (d) est la tangente au point d’abscisse —2 et son
coefficient directenr a pour valeur 1:
fi(=2) =1
(=2+k+1)e2+1=1
(-1+k)e2=0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul. La fonction exponentielle étant strictement
positive, on en déduit I’équation :
—1+k=0
k=1
Ainsi, seul la fonction f; admet 1 comme nombre dérivée en
—2. Déterminons ’équation réduite de la tangente a la courbe
%1 au point d’abscisse —2:
y=fi(=2)[z = (-2)] + f(-2)
y=1(x+2)+ (-2+1)e 2+ (-2)
y=x+2—-e?2-2
y=x—e 2
La courbe %7 admet la droite (d) comme tangente au point
d’abscisse —2.

Partie B

1. (a.) L’expression de la fonction g est donnée sous la
forme:
g(w) = u(w)v(z) + e
ou les fonctions u et v sont définies par:
ulz)=xz+1 ; v(z)=e¢€"
qui admettent pour dérivées:
uW(x)=1 ; o'(x)=¢€"
La formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir 'expression de la fonction ¢ :
¢'(2) = ' (@)0(x) + ulw)v/(z) + 0
=1le"+ (x4 1)e” = (z+2)e”

b.) La fonction exponentielle étant strictement positive,
on obtient le tableau de signes de la fonction ¢’ :

T —00 -2 +00

g - +

La fonction g admet les valeurs suivantes:

® g(-2)=(-241)e?+e?=—e?4+e2=0
® On a les deux limites suivantes:
lim z+1=+40c0 ; lim e* =+
T——+00 x—-+00

On en déduit la limite suivante:  lim g(z)=+oc0

T——400
® On a le développement suivant :
g(z) = e +e* +e 2
On a les deux limites:
lIim ze*=0 ; lim e =0
Tr—r—00 T—r—00

On en déduit la limite suivante: -2

lim g(z)=e

——00

La fonction g admet le tableau de variations suivant :
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x -0 -2 +00
e ? +00
'Variation
de g
0

2. Pour étudier la position relative de la courbe %7 et de la
droite (d), étudions la différence suivante:
filg) = (z—e?)=(z+1)e"+x—2+e?
=(z+1)e" +e? =g(x)
Du tableau de signes de la fonction g, on en déduit que:
g9(z) =0
filz) = (x—e2) >0
fi(z)

La courbe %) représentative de la fonction f; se situe au
dessus de sa tangente (d).

=
>r—e 2

Correction 12

1. (a.) ® Pour déterminons le sens de variation de la
fonction g sur [1 ;00 [ Pour cela, déterminons
Iexpression de la dérivée de la fonction g est:

2 1 1—=x
") =—4+0-1=-—-1=
9(®) 2-x T T
11 est facile de voir que, sur [1 ; +oo[, le numérateur
est négatif et le dénominateur est positif. Ainsi, la
dérivée de la fonction g est strictement négative sur
[1 ;00 [
On en déduit que la fonction g est strictement
décroissante sur [1;+oo].
® = L’image de 1 a pour valeur:
g(1)=In(2)+1-1=1In2
= Puisque >0, on a la transformation algébrique
suivante: n(2-2) )
n(2-x x
= In(2- 1-— :2~< ———)
9(z) = In(2-z) + * N 2-x + 2.x 2«
In(2-x) 1 1 )
= 2 -( —_—— —
"\ Tow Taz 2
On a les deux limites suivantes:
lim 2 n . In(2-2) n 1 1 1
im 2@ = ; im — ——=—=
woe s T 0 AT T20 20 2
On en déduit la limite:  lim g(x) = —o0
T—+00
Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :
T 1 +o00
In2
Variation
de g
—00

® On a les deux limites:
g(l)=In2 ; lim g(z)=—-00

x40

De plus:

e> la fonction g est continue sur [1 ; +oo[

e la fonction g est strictement décroissante sur
[1; +oo]

e le nombre 0 est compris entre les images aux

bornes de I'intervalle [1 ; +oo[

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, on a l'existence d’un unique nombre
vérifiant ’égalité : g(a) =0

b.) La valeur o vérifie:
g(a) =0
ln(2~a)+1—a:0
In(2-a) +1=a

2. (a.) Voici la représentation des quatre premiers termes
de la suite (un) :
A4
=
 —
/
9 L—
J
N /
9 '\"""7‘/ !
Z o~ T T
i
\\ NN | |
7 N |
J N\ ! I
A \\\I\ H
\\\ :\\ \L
ASTIE ANEN
Uy UL U ]
1 O po gl 4 ( r
1
=TI
9
=4
Q.

b.) Considérons la propriété P, définie pour tout entier
naturel n par la relation:
Prn: “1<uy <tpgey <37
Montrons, a ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n.
® Initialisation:
Pour n=0, on a:
2 u=12>1
2 u; =In2u)+1=m2+1=mn2+1<3
On a donc ’encadrement suivant :
I<u<u <3
Ainsi, la propriété Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu’on
I’hypothése de récurrence:
1< up Supyr <3
La fonction z+——In(2-2)+1 admet pour dérivée la

fonction dont ’expression est :
2 1
T — +0=—
2-x T
Cette dérivée est strictement positive sur [1 ; —|—oo[.
Ainsi, la fonction z——In(2-2)+1 est strictement
croissante.
La propriété supposée pour la récurrence, permet

d’écrire ’encadrement suivant :
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N

1 < Unp Un+1 < 3

La fonction z—1In(2-z)+1 est croissante:
In(2)+1 < In(2-up)+1 <In(2-up41)+1 < In(2x3)+1
In(2)+1<  upy1 < Up 12 <In(2x3)+1
1<1n(2)—|—1 < Up+1 < Up42 < 1H(2X3)+1<3
On vient d’établir que la propriété P,,;1 est vraie.
® Conclusion:
La propriété P, s’initialise au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient de montrer que la propriété P,
est vraie pour tout entier naturel n.
c.) De l'inégalité: wu, < upyq
On en déduit que la suite (u,) est croissante.
De l'inégalité: wu, <3
On en déduit que la suite u,, est majorée par 3
D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones et bornées, la suite (un) converge
Notons £ cette limite. De la définition de la suite (un),
on a:
Upt+1 = In(2-uy,) + 1
Par passage a la limite, on a:
£=1n(2-¢) +1
On en déduit que le nombre ¢ vérifie la relation g(¢) =
0. Or, d’aprés la question 1., il existe un seul nombre
« vérifiant cette relation. On en déduit:
a=/.
La suite (u,) converge vers .

Correction 13

Partie A

1. La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ qui ad-
met pour expression :
fllx)y=1+ (fe’z) =1—-e"
Etudions 'inégalité suivante :
f(@)>0
1—e™>0
—e > -1
et <1
La fonction logarithme est strictement croissante:
In (e*I) <Inl
—z<0
x>0

On en déduit que la fonction f’ est strictement positive
sur [0 ; +oo[. On en déduit que la fonction f est stricte-
ment croissante sur cet intervalle.

2. On a les deux limites suivantes:

lim x=40c0 ; lim e *=0
Tr——400 r——400

On en déduit la limites suivantes :
ziy}_loof(at:) = ml;rgox +e % = +oo
Partie B
1. Soit g la fonction définie sur [0 ; —|—oo[ par:
g(z) =z —In(1+x)

Cette fonction admet pour dérivée la fonction ¢’ dont
I’expression est :

10

1 14z 1
14z 14z 14z 14z

g(x)=1

Or, sur 'intervalle [O ; +oo[, le numérateur et le dénom-
inateur de ce quotient sont positifs: la fonction ¢’ est
strictement positive sur [0 ; —|—oo[.

On en déduit que la fonction g est strictement croissante
sur cet intervalle.

En remarquant que ¢g(0) =0, on en déduit que la fonction
g admet pour minimum la valeur 0: g est minorée par la

valeur 0:
g(x) =0
x—In(l4+z) >0
—In(l+z) > -z
In(1+z) < z

2. Soit n un entier naturel non-nul, on a les transformations

algébriques suivantes:

1 1
In(n+1) =In (nﬂ) =lnn+In (E>
n n

1
=Inn+In (1—&-7)
n
D’aprés I'inégalité précédemment établie:

1
<lnn+ —
n

3. On a:
1

1
= - ln(n) — —_— = —_
f[In(n)] =In(n) +e In(n) + () In(n) + n
4. Considérons la propriété P, définie pour tout entier na-
turel n non-nul par la relation :
Prn: “In(n) < uy,”

Montrons, & I'aide d’un raisonnement par récurrence, que
la propriété P, est réalisée pour tout entier naturel n
non-nul.
® Initialisation:
Pourn=1,ona: In(1)=0 ; u; =0
On vient d’établir I'inégalité: Inl < uy
La propriété P;.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P, est réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypothése de récurrence:
In(n) < uy,
Ainsi, pour cette valeur de n, on suppose vérifier la
propriété:
Inn < u,
D’aprés la partie A, la fonction f est strictement

croissante :

D’aprés la question 1. :

In(n+1) < In(n) + — < upt1

S|

In(n+1
On vient d’établir que

< Un+41
a propriété P, 41 est vraie.

—_ —

® Conclusion:
La propriété a été initialisée au rang 1 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. On vient de montrer, & 'aide
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5.

d’un raisonnement par récurrence, que la propriété est
vraie pour tout entier naturel non-nul.

On a la limite: lim In(n) = 400
n——400

Par la comparaison, In(n) <wu, vérifiée pour tout entier
naturel non-nul, on en déduit la limite suivante:

lim wu, = +o00
r—>—+00

Correction 14

1.

Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Prn: “0<u, <1

Montrons, & I’aide d’un raisonnement par récurrence, que
la propriété P,, est vérifiée pour tout entier naturel n.
® Initialisation:
0 g (') g 1
La propriété Py est vraie.
¢ Hérédité:
Supposons que la propriété P, est vérifiée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu'on a
I’hypothése de récurrence :
0<u, <1
On a l'encadrement :
0< u, <1
La fonction f est croissante:
f(0) < flun) < f(1)
0—In(1) < upt1 <1—-1n(2)
On a la valeur approchée 1—In(2)~0,31:
0< upy1 £1-In(2) <1

0 < un+1 < g ]-
On vient de montrer que la propriété P, est vraie.

On a ugp=1, donc:

® Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété P,
est vérifiée.

De la définition des termes de la suite (un)7 on a:
Ung1 = Up — In (up?+1)
Ung1 — Un = —In (up241)

De la question précédente, on a ’encadrement suivante
pour tout entier naturel n:

0< Up <1
La fonction carré est croissante sur Ry :
02 < " <12
0< Up? <1

1< w241 <2
La fonction logarithme est croissante:

Inl < ln(un2—|—1) <In2
0< In(up®41) <In2
0>—1In (un2+1) > —In2

—In2< upy1 —u, <0

On en déduit que la suite (un) est décroissante.

La suite (un) est décroissante et minorée par 0. D’aprés
le théoréme de convergence des suites monotones, on en

- page 11

4.

déduit que la suite (un) est convergente.

On admet que la limite ¢ de la suite (un) vérifie la rela-
tion:

fe)=e¢

0= (241) = ¢
—In (£241) = 0
In (€2+1) =0

In (¢241) 0
Z+1=1
2=0

—0

La suite (un) converge vers 0.

Correction 15

1.

Le fait de gagner ou non ce jeu est une épreuve de

23
B 1li d Stre —.
ernoulli de paramétre o

Le joueur répétant six fois ce jeu de maniére indépen-
dante, nous pouvons assimiler cette répétition a un

23
schéma de Bernoulli de paramétre 6 et 180

Notons X' la variable aléatoire comptant le nombre de
succes réalisés sur ce schéma de Bernoulli. La variable X

suit une loi de binomiale de paramétres 6 et —

’3 180

X~B (6 ; —)
180

Ainsi, la probabilité de gagner exactement deux parties

sur six répétitions s’obtient via la formule:
6 23 \2 /157\4
X=2) = (47) (—f):uam
P(¥=2) (2) “\1s0/ 180

Soit m un entier naturel non-nul, notons ) la vari-
able aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre

23
n et ——. On recherche les valeurs de n satisfaisants

180"
I’inégalité suivante:
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1-P(Y=0) >0,9
n\_ (2330 157\n
- 2V (25" 500
<0>x(180) “\1go) 7%
1
1—

La fonction logarithme est croissante sur Ry :
157\ ™
i (355) ] <m0
n || 150 < In(0,1)
157

n-1n (@> < In(0,1)

n-In (%) < 1n(0,1)

Le nombre In (%) étant strictement négatif:
In(0,1)
nZ T
In (—)
180
In(0,1
Or, de la valeur approchée n( 1;7) ~ 16,8, on a:
In (135)
n>17

Le joueur doit faire au minimun 17 parties pour que la
probabliité d’en gagner au moins une soit supérieure a
0,9.

12
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