Terminale spécialité

Chapitre 11 - Exercices

CORRECTIONS

Exercices : Produit scalaire dans ’espace

Correction 1

1. La droite (E'F) est paralléle a la droite (HG).
Les droites (HG) et (GC) sont perpendiculaires dans le
plan (HGC).

On en déduit que les droites (EF) et (GC) sont orthog-
onales.

2. Effectuons un raisonnement par l'absurde:
Supposons que les droites (AD) et (HF') sont orthogo-
nales.

Les droites (HF') et (DB) sont paralléles et les droites
(AD) et (HF') sont orthogonales.

Si deux droites sont paralléles et si une troisiéme est or-
thogonale & 'une alors elle est orthogonale & ’autre. On
en déduit que les droites (AD) et (DB).

Or, on aboutit a la contradiction que, dans un carré, la
diagonale n’est pas perpendiculaire & ses cotés.

Ainsi, les droites (AD) et (HF') ne sont pas orthogonales.

3. Dans le cube, la droite (AB) est orthogonale au plan
(BCG). Ainsi, la droite (AB) est orthogonale a toutes
les droites du plan (BCGQ): en particulier, (AB) est or-
thogonal a (BG).

Travaillons maintenant dans le plan (ABG):
Le triangle ABG est rectangle en B. On en déduit que
l’angle AGB ne peut étre droit

Les droites (AG) et (BG) ne sont pas orthogonales.

Correction 2

1. ABFE est un carré: (AE) L (AB)
EHDA est un carré: (AE) L (AD).

La droite (AE) est orthogonale aux deux droites (AD)
et (AB) non paralléles du plan (ABC): la droite (AE)
est orthogonale‘au plan (ABC).

2. Dans le plan (ABC), le triangle ABC' est rectangle en
B. D’aprés le théoréme de Pythagore, on a:
AC? = AB? + BC?
AC? = 5% +5°
AC = 25x%x2
AC =5/2
La droite (AC) appartient au plan (ABC) et la droite

(AE) est orthogonale au plan (ABC). On en déduit que
la droite (AE) est orthogonale & la droite (AC).

Le triangle AEC est un triangle rectangle en A. D’aprés
le théoréme de Pythagore, on a:

EC? = AE? + AC?

EC? =5% 1 (5\/2)°

EC? =25+ 25%2

EC? =25x3

EC =53

Correction 3

® La droite (Al) et (BD) sont incluses dans le méme plan
(ABD).

I étant le milieu du segment [BD], la droite (AI) est la
médiane issue de A dans le triangle ABD.
Le triangle ABD étant équilatéral, on en déduit que la
droite (AI) est aussi la hauteur issue de A: les droites
(AI) et (BD) sont orthogonales.

® La droite (CI) et (BD) sont incluses dans le méme plan
(ABD).
I étant le milieu du segment [BD], la droite (CI) est la
médiane issue de C' dans le triangle ABD.
Le triangle CBD étant équilatéral, on en déduit que la

droite (CT) est aussi la hauteur issue de C': les droites
(CI) et (BD) sont orthogonales.

La droite (BD) est orthogonale aux deux droites (CT) et (AI)
incluse dans le plan (ACT): on en déduit que la droite (BD)
est orthogonale au plan (ACT).

Correction 4
— -
1. Calculons les coordonnées des vecteurs AB et AC':
—
® AB = (xp —ZA;YB —YA;2ZB — 2A)
= (—5 ;35 —2)
—
® AC = (x¢c —ra3yc —YaiZc — 24)
= (—4 i—1; —1)

On vérifie facilement que le systéme ci-dessous n’admet
aucune solution:

—4 = k-(=5)
—1 = kx3
-1 = k(-2)

_ - —
On en déduit que les vecteurs AB et AC ne sont pas
colinéaires: les points A, B, C ne sont pas alignés.

2. Déterminons les longueurs des segments [AC] et [BC]:
® AC = \/(.’L‘C —24)?2 4 (yo —ya)? + (zo — 24)?

= V(92 + (-1 + (-1)2 = VI8
® BC = \/(vc —vp)* + (yo — yn)? + (2 - 25)?

=124+42412 = /18

Le triangle ABC est isocéle en C.

3. Le milieu du segment [AB] a pour coordonnées:

(-TA'F-TB.QA‘F?/B.ZA'FZB)
2 ’ 2 ’ 2

_<3+(—2).—1+2.5+3)_(1.}_4>
- 2 o2 9 T\272’

Ainsi, le point D est le milieu du segment [AB] et la
droite (CD) est la médiane du triangle ABC issue du
point C. Le triangle ABC étant isocéle en C, on en dé-
duit que la droite (CD) est également la hauteur issue
de C.

Correction 5

1. On a les coordonnées suivantes:
A(l;l;O) ; B(l;O;O) ; C(O;O;O)

G(O;O;l) ; L(O;l;l)

Mme GOUVEN


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

On en déduit les coordonnées des milieux des segments
[AB], [CG], [GH]:

1 1 1
1(1:5:0) ¢ K (0:0:3) ¢ 2(0i50)

2. (a.) Les coordonnées du point O milieu du segment [IL]
sont déterminées par la formule :

1 1
I($1+$L_y1+yL.ZI+2L)_ <1+0. 2+2.0+1>
2 ’ 9 ’ 2 - 2 ’ 2 ’ 2

,(1.1.1)
T \27272

b.) Déterminons les deux longueurs demandées :

¢ OK = \/(zx —20)" + (yx —v0)" + (2x — 20)"
o b o2
R
o KL=1/( xL—xK)2+ (e —yx)" + (v —yx)”
Ao G )
oo

3. (a.) Le polygone IJKLMN est un héxagone régulier de
centre O. Le triangle OK est un triangle équilatéral.

On en déduit que m mesure 60°

b.) Notons @ le pied de la hauteur issue de O dans le tri-
angle KOL. Le triangle KOL étant équilatéral, on en
déduit que la droite (OQ) est la bissectrice du triangle

KOL.
Ainsi, dans le triangle OQK rectangle en @, on a:
cos 30° = %
- OK
V3
V3

L’aire du triangle KOL s’exprime par :

bxh _ LKxQO _ LKX(\§><LK)
2 2 2
a5

4 4

A:

_ V/BLK?
T4

%

Correction 6

1. On a le produit scalaire:
WU =1x242x(~1)+3x1=2-2+3=3

1

n a le produit scalaire:
_>
t =-2x(-1)+0x1+1x(-1)=24+0-1=1

gl O

Correction 7
1. ® On a les coordonnées de vecteurs:
—
2 AC (xc —Ta;Yc — YA 2c — 2A)
= (1070;570;070) = (10;5;0)

.>
= CG(xq —rc3ya — Yoz — 2c)
:(10—10;5—5;4—0)2(0;0;4)
o ||AC| = Va2 = Vi 52+ 00
1004+ 25+ 0= +/125
= Vlca|? = Vo2 + 0% 42
=v0+0+16=+/16=4
— —
® AC-CG=10x0+5x0+0x4=0+0+0=0

2. D’aprés la formule:

AC 06 = o-(J[AG+oG| - |AC)” - oc)))
1 /,— —=
0= 5-(|lAC+CG|* ~ 125~ 16)
22
0=|AG||" — 141
22
|AG|" =141

ac] = vt

Correction 8

Effectuons le calcul des distances de chacun des cotés du tri-
angle ABC':

¢ AB? = (xp —za)* + (yB —ya)*> + (yB — ya)?
= (—=10)2 + (=3)2 + (—=5)> = 100 + 9 + 25 = 134
® AC? = (xc —xa)*+ (yo —ya)® + (yc —ya)?
=(-2)2+224+12=4+4+1=9
$ BC? = (zc —z8)*+ (yo —yB)* + (yo — yB)*
=82 4+5%24+6%2=064+25+36=125
On remarque ’égalité: AB2%=AC?+BC?.

D’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle
ABC est rectangle en C.

Correction 9

—
Dans le repere (D; DA;

1 1
1(1,5,0) 0:5: 2),0(0,1,0),1{(5,0,1)

On a les coordonnées de vecteurs:

a4 )
; DH), on a les coordonnées:

15l

H
® IJ(xy—2xr;y5 —yr;z; — 21)

B (TR A T
- 72 272 - 772

—
¢ OK (xx — 2c Yk — Yo i 2K — 2C)

—<1 0;0-1;1 O>—<1' 1'1>
- ) ) ) - 27 )

) ) i
Calculons le produit scalaire des vecteurs IJ et CK. On a:

— — 1 1 1 1
IJ-CK = —1xg + 0x(~1) + 5+ 1=~ + 045 =0

Le produit scalaire étant nul, on en déduit que les vecteurs

H
IJ et CK sont orthogonaux: les droites (I.J) et (CK) sont
orthogonales.

Correction 10

1. Les trois points A, H, G étant distincts, ils forment un
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plan.

La droite (HG) est incluse dans le plan (AHG), le point
A appartient au plan (AHG).

La droite (AB) étant paralléle & la droite (HG) et pas-
sant par le point A, on en déduit que la droite (AB) est
incluse dans le plan (AHG).

Les quatre points A, H, G, B appartenant au plan
(AHG), on en déduit que les droites (AG) et (BH) sont

coplanaires.
1— — —
2. Munissons le plan du repére (A;fAB;AD;AE) or-
a
thonormé.

On a les coordonnées suivantes:

A(O;O;O) ; B(a;O;O) ; H(O;l;l) ; G(a;l;l)

On a les coordonnées des vecteurs:

_)

® AG (r¢ —Ta;Ya —YA;2a — 24A)
=(a—0;1-0;1-0) = (a;1;1)

—

® BH (ry —2B;Yn —YG;2H — 2a)

(O—a;O—O;l—O):(—a;l;l)

Pour que les droites (HB) et (AG) soient perpen_di)cu-
lalges, il faut que le produit scalaire des vecteurs HB et

AG soit nul: __,

—
HB-AG=0
a-(—a)+1x1—|—1><1:0
—a?+1+1=0
—a?=-2
a?=2

Le nombre a représentant une longueur, on en déduit
que: a:ﬁ
Correction 11
1. On a les coordonnées suivantes des vecteurs:
H
® AB = (Tp—XA;YB — YA;ZB — ZA)
=(1-(-2);2-0; —1—-1)=(3;2; —2)
H
¢ AC = (—2—(—2);2—0;2—1) = (0;2;1)
On a le produit scalaire suivant :
— —
AB-AC =3x0+4+2x2+ (-2)x1=04+4—-2=2
On a les longueurs suivantes:
2 p) p)
® AB = \/(a:B—xA) +(y3—y,4) + (zB—zA)
= /(1= (=2)+2-0°+(-1-1)
=V9+4+4=/17
® AC=02+224+12=/0+4+1=1/5
2. On a la définition suivante du produit scalaire:
— = == = — —
AB- AC = ||AB|| - |AC| - cos (4B ; 40)
2= \/ﬁx\/gxcos (A—B>,A—C>')

cos (A—B>,A—C>’) =

2
V1T-V/5

A Taide des relations trigonométriques inverses :

(A—B> ; A_C>'> =cos~! (\/1772\/5>

~ TTA7

Ainsi, au degré prés, on a la mesure suivante:
—_—
BAC =T77°

3. La mesure de I'angle BAC west pas un angle plat; on
en déduit que les points A, B et C ne sont pas alignés.

Correction 12

] —  —
1. Déterminons les coordonnées des vecteurs AB et AC':
—
® AB(rp —2A;YB —YA;2ZB — 2A)

1-0;—1-1; -8—(-1))

=(1;-2;-8+1)=(1;-2;-7)
H
C(rc —Ta;yc —Ya;2c — 2A)

=(~1-0;0-1;0—(~1)) = (~1; -1;1)

N

Déterminons les deux produits scalaires suivants:

H %
® AB- u =1x3+ (-2)x(-2)+ (-7)x1=3+4-7=0
H %
® AC- u =—-1x3+(-1)x(-2)+1x1=-3424+1=0

] —  —
2. On remarque facilement que les deux vecteurs AB et AC

sont non-colinéaires.

_)
Le vecteur u étant orthogonal & deux vecteurs non-
colinéaires du plan (ABC), on en déduit que le vecteur

u est un vecteur normal du plan (ABC).

Correction 13

Déterminons les coordonnées des deux vecteurs suivants:
¢ AB (T —TA;YB — YA; 2B — 24)
(1-1;1-0;1-0)=(0;1;1)

&l

(yo —yaiyc —yaizc — 2a)
(7-1;2-0;-1-0)=(6;2; 1)

La comparaison des abscisses de ces deux vecteurs permet de

montrer que les deux vecteurs AB et AC ne sont pas col-
inéaires entre eux.

Eﬂ“ecg)ns les deux produits scalaires suivants:
® AB- U =0x(—1) +1x2+1x(-2)=0+2—-2=0

— N
® AC- u =6x(—1)+2x2+ (—1)x(-2)
-6+4+2=0

Le vecteur w est orthogonal a deux vecteurs non-colinéaires
du plan (ABC), on en déduit que le vecteur u est orthogonal
au plan (ABC).

Correction 14

1. On a les coordonnées suivantes:

A(O;O;O) ; G(l;l;l) ; I<1;0;1>

2
1 1
J(1;7;0> ; K<7;1;0)
2 2

2. On a les coordonnées des vecteurs:

_>
¢ AG(z¢ —za3Ye —Yaiza — 2A)
=(1-0;1-0;1-0) = (1;1;1)
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ﬁ
® IJ(xy—xr;Ys —yr;z; — 21)

1 1 1 1
=(1=-1:2-0:0=2) = Lo
( "2 0;0 2> <0’2’ 2)

o
® IK (xx —x15yx — Y135 2K — 21)

1 1 1 1
= (Z=-1:1=0:0=-=2)==-Z:1: ==
(2 ’ 0;0 2> < 277 2)

On remarque que les droites (IJ) et (IK) sont non-
colinéaires.

On a les produits scalaires:
1 1 1

o AC-TJ = 1x0+1x +1 -0 -0
T =1x0+ x5 +1x(=5) =0+ 5 - 5 =

—
Le vecteur AG est orthogonal aux ccgles de vecteurs
—

_>
IJ et IK non-colinéaires: le vecteur AG est un vecteur
normal au plan (IJK).

Correction 15

%
1. ® Le vecteur n étant normal au plan (P), le vecteur
— — . .
n est orthogonal au vecteur u qui est un vecteur di-
recteur de ce plan:
==
u-n =0
22+1y+12z=0
20 +y+22=0

%
® Le vecteur n étant normal au plan (P), le vecteur
— — . .
n est orthogonal au vecteur v qui est un vecteur di-

recteur de ce plan:
==
v-n =0

2+ (—1)y+(-2)2z=0
20 —y—22=0
Ainsi, les coordonnées du vecteur E} vérifient le systéme:
2r4+y+ z2=0
2t —y —22=0

. —

2. (a.) Puisque le vecteur n’ est un vecteur normal au plan
(P) et que sa cote a pour valeur 1, ses coordonnées
vérifient le systéme d’équations:

2r+y+ 1=0 2z +y = —1
=
20 —y — 2x1 =0
Par addition de ces deux équations, on obtient

20 —y = 2

I’équation :
20+ 2x=—-142
4qr =1
1
YTy
Par substitution de cette valeur dans la premiére équa-
tion, on a:

2r+y=-1
1
2x— =-1
1Y
L =
5 TYT
1
:—]_——
y 2
3
Y=73

— —,(1 3
Le vecteur n’ a pour coordonnées: n' (Z g 1)

b.) Le vecteur 4-n’ est un vecteur colinéaire au vecteur
ﬁ .
n' et donc aussi normal au plan (P).

. 2 s . .
Ainsi, pour le vecteur n”" a coordonnées entiéres, on
peut définir:

=4 = (1; —6:4)

Correction 16

1. (a.) ® On a les coordonnées des vecteurs:

—
2 DB (rp—2p;yB —YD;%B — 2D)
=(1-0;0-1;0-0) = (1; —1;0)

—
2 DE(rp —*p;Ye — YD;ZE — 2D)

=(0-0;0-1;1-0) = (0; —1;1)

H
e DI(r; —2p;yr — Yp:2r — 2p)

1 1 1 ) (1 2 1)
—(Z2_-0:2-1:2 = — (. _Z.Z
(3 073 "3 0 37 3’3

1—= 1=
® Le vecteur g-DB—i—g-DE a pour coordonnées :

l1—2 1—

1 1 1 1 1 1

11 11 1 21\ =
=<*;—*—*;*)=<*;—*;*)=Dl
373 3’3 37 3’3

— —

b.) Les vecteurs DB et DFE sont deux vecteurs non-
—

colinéaires du plan (BDFE). Le vecteur DI s’exprimant

— — —
dans la base (DB ; DE), on en déduit que DI est un
vecteur directeur du plan (BDE).
Le point D appartenant au plan (BDE), on en déduit
que le point I appartient au plan (BDE).

—
2. ® Le vecteur Al a pour coordonnées:

_)
Al (x; —TA;Yr — YA 21 — 24)

1 1 1 111
=(5-055-05-9)=(5:5°5)

® On a les produits scalaires:

o AL-DB=ix14ixny+ix0=2_1 -y
e 3 3773 3
— = 11 1 11
2 Al DE=-x04+ =x(-1)+=x1=0—=+=-=0
g0+ gx (=l g 373

l

_>
Le V_ec)teur Al étant orthogonal aux deux vecteurs DB

et DE non-colinéaires directeurs du plan (DBE), on
en déduit que la droite (AI) est orthogonale au plan
(DBE).
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Correction 17
1. ® On a les coordonnées des deux vecteurs:
= ﬁ(xF—wE;yF—yE;ZF—ZE)
:(1—0;0—0;1—1):(1;0;0)

—
& FJ(x;—xr;ys —Yr;25 — 2F)

1 1
=(1-1;1-0;=-1)=(0;1;—=
(1-t1-05-1)=(0:1:-5)

—
e IM (xar — riYnm — Y1i2m — 21)

(1 12 4 )_(_2.4)
’(2 2’5 0’5 0)= 0’5’5

® On a les produits scalaires:

— = 2 4
2 EF - IM=1x04+0x-+0x==04+0+0=0

5 5
— — 2 1\ 4
> FJ-IM:O><O—|—1><7+<——)><—
5 2)”5

2 2

t5 75

— —
Le vecteur IM est orthogonal aux deux vecteurs E'F
et F'J non-colinéaires et di_rf;ﬂcteurs du plan (EFJ), on
en déduit que le vecteur I M est un vecteur normal au
plan (EFJ).

e

® Le vecteur EM a pour coordonnées :
e

EM(xM_xE§yM_yE§ZM_ZE)

1 2 4 ) (1 2 1)
=(Z—0:2_0:2-1)=(2:-2._Z2
(2 0’5 0’5 2’5" 5

1= 2=
® Le vecteur §~EF+5~FJ a pour coordonnées :

1= 2=
—.EF+Z.FJ
2 5
—(1><1+2><0-1><0+2><1-1><0+2><( 1))
T \2 57772 57772 5 2
1 2 1 121 —
— | = . . 0=-Z)=(Z:Z:-Z2)=EM
(5+00+20-2)=(5:3:3)

Le vecteur M étant une combinaison linéaire des
vecteurs EF et F.J, inclus dans le plan (EF.J), on
en déduit que le point M appartient au plan (EF.J).

Le point M appartenant au plan (EFJ) et la droite (M)
étant orthogonale au plan (FFJ), on en déduit que le
point M est le projeté orthogonal du point [ sur le plan
(EFJ).

2. Dans le tétracdre EFIJ relativement au sommet 1 :

® Le segment [T M] est la hauteur issue du sommet I. Sa
mesure est :

IM = \/(zar —21)" + (s — 1) + (200 — 21)
[ e

® La base FFJ est un triangle rectangle en F' puisque

Paréte [EF] est orthogonale a la face (BFC).

= Dans le triangle F'G.J rectangle en G et d’apres le
théoréme de Pythagore, on a ’égalité:

2

FJ?2=FG?+ GJ?
FJ? =12 Ly?
-4 (3
T3
FP=111
o 4

Py ?

1
FJ=1/\/52

> L’aire de cette base est:
NG
EFxFJ] X5
22 4
Ainsi, le tétraédre EFIJ a pour volume:
1 5 y 2v/5
5

1
1% =-xA xIM = =x+—
BFI] = 3 XAFGT 3771

S

Argy =

C1xy/Bx2y/5 10 1

3x4x5 60 6

Correction 18

1. Notons J le milieu du segment [AC].

® Le triangle SAC étant isocéle en S, on en déduit que
le projeté orthogonal du point S sur la droite (AC) est
le point J.
On en déduit que la droite (SJ) est orthogonale a la
droite (AC).

® Le triangle SBD étant isocéle en S, on en déduit que
le projeté orthogonal du point S sur la droite (BD)
est le point J.
On en déduit que la droite (S.J) est orthogonale a la
droite (BD).

Les droites (AC) et (BD) appartenant au plan (ABC)
et étant non-paralléles, on en déduit que la droite (SJ)
est orthogonale au plan (ABC). Le point J est le projeté
orthogonal du point S sur le plan (ABC).

11
Le point J a pour coordonnées J (5 i ;O). A Taide du

théoréme de pythagore appliqué dans le triangle ACS,

1_1_\/§>

t s S oo —
on montre que (2,2, 5

—
Le vecteur C'S a pour coordonnées:

CS(xs —xc;iys — Yo ;25 — 2¢)

Y SIS Ve B G
2 2 2 2
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2. Le projeté H du point I sur la droite (C'S) appartient a
ey

cette droite. On en déduit que les vecteurs CS et CH

sont colinéaires.

On 1 en déduii}’existence d’un réel k vérifiant la relation :
CH =FkCS

Parx identification des coordonnées du vecteur
CH(z—1;y—1;z) avec les coordonnées du vecteur k-C'S
permet d’obtenir le systéme d’équations:

1 1
1=k - k41
v 2 v 5 h T
1 1
—1= sk = Lr
Yy 9 — Yy 9 +
V2 V2
T T 7

—
3. Le vecteur IH a pour coordonnées:

—
IH (xg —2r3Ym — Y1595 — Y1)

— = )
Les vecteurs IH et C'S étant orthogonaux, leur produit
scalaire vaut 0:

[H-CS=0
(g#+) (2)+(340) (3) 5= (5°)

On en déduit les coordonnées du point H :

V2

1 1
H|-=. 1: —=. 1: X2,
( 2k+ ; 2k+ ' 5 k:>

:(—;xi—kl,— x+1;\g§x3>
(33,32

8 8 8
_(5.5.3V2
\8'87 8
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