Terminale spécialité

Chapitre 10 - Exercices

CORRECTIONS

|Exercices : Fonction In - Partie 1|

Correction 1

1. ® (expoln)(l) =exp[In(1)] = exp(0)
¢ (Inoexp)(0) =In(1) =0

2. On observe les valeurs suivantes:
a. (expoln)(Z):Q
b. (expoln)(3)=3

c. (exp oln ) (—1) n’est pas définie car I'image de —1 n’est
pas définie par la courbe %.

d.) (lnoexp)(-1)=-1
e.) (lnoexp)(1) =1
f.) (Inoexp)(1,5) =1,5

Correction 2

1. (a.) On a les deux inégalitions suivantes:

¢ 3xz+1>0
3x > —1

1

£C>—§

L’ensemble des solutions est : S:} f% ; +OO{

® —z+2>0
—x> -2
T <2
L’ensemble des solutions est: S:] —00; 2[

b.) Des solutions des inéquations précédentes, on en dé-
duit : )
sz}—g;—koo[ i Dy=]—00;2[
2. (a.) La fonction In est définie sur R% et un carré étant
toujours positif, I’ensemble de définition de la fonction
h est:
Dy, = R*
b.) Cherchons les valeurs de = pour lesquelles 'inégalité
suivante est vérifiée :
e®*—1>0
e >1
La fonction logarithmique est strictement croissante :

In (ex) >1Inl

x>0
L’ensemble de définition de la fonction j est:
D; =R}

c.) On a la factorisation suivante de la fonction In:
In (ew—e’x) =1In [ex-(l — e’g'w)}
Le facteur e® étant strictement positif, le signe de

I’argument de la fonction In ne dépend que de son sec-
ond facteur; résolvons I'inéquation suivante :

1—e 2% >0
—e 2% > 1
e 27 <1
La fonction In est strictement croissante sur R*
In (e_z'm) <Inl
—2x<0
x > i
-2
z >0
On en déduit: Dy =R7.
d.) La fonction In est définie sur RY : Dy C R

Le dénominateur s’annule lorsque ’égalité ci-dessous
est vérifiée:

In(x) —1=0
In(z) =1
elnw — e1
r=ce
On en déduit 'ensemble de définition de la fonction £:
Dy =R} —{c)

Correction 3
a. In(4) =In(2x2)=In2+1n2=2-1n2

b. In(2y/2) =In2+Iny/2=m2+ ;1112 = ;ln2

3
c. In(6) —In (5) =1In(2x3) — (In3 — In2)
=(n2+In3) —In3+In2=2-In2

d. In (2~62) =In2+1In (62) =In2+2=2+1n2

2
e. In (—3> :ln2—ln(e3) =In2-3=-3+1In2
e

f. In (\/675) = éln (65) = %X5~lne: %x5><1 :g

Correction 4

1. Les termes de la somme e*4e~* sont strictement positif:
la somme est strictement positive.
On en déduit que la fonction f est strictement positive.

2. On a les transformations algébriques:
f(#) =In(e"+e™ ") = In [e”-(1+e~27)]

=In (e”) +1In (1—|—e_2”) =z-+1In (1+e_2m)

3. Pour tout réel x positif ou nul, on a:

=28 > ()
l+e 2 >1

In (1—|—e_2r) >1Inl
In (14e72) > 0

Or, x est positif ou nul:
T+ 1n (1—1—6_295) >0
f(2) > 0

Correction 5
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1
a. Le membre de gauche est définit sur }—g ; —|—oo{ et le

membre de droite est défini sur } 1;400 [
Ainsi, cette équation est définie sur ]1;+o0].

On a la résolution suivante:
In(52+1) = In(z—1)

eln(52+1) _ gln(z—1)
ox+1=ax—1
e = -2
1
=3

Cette valeur n’appartient pas a I’ensemble de définition
de cette équation, on en déduit:
S=0

Cette équation est définie sur intervalle | —oo; 3|

On a les transformations suivantes:
2-In(3—x) = 1n(2)
e2 In(3—z) _ e1n(2)

2
|:eln(3—x)} —9

(3—12)2=2
9—6z+x2=2
22 —6x4+7=0

Le polynéme du membre de gauche a pour discriminant :
A=b—4dac=(-6)2—4x1x7=38
On a la simplification suviante: \/Z = \/g = 2\@
Le discriminant étant strictement positif, on a déduit les
deux racines suivantes:
b+ VA

. _-b—vA .

1 2a 2 2a
6-2V/2 6422
- 2 2

=3-2 =342

Ainsi, ’ensemble des solutions de cette équation est:

S={3-2}
1
Cette équation est définie sur 'intervalle ]—§ ;—|—oo[:

De I'égalité, on a:
In(3z+1) =5
eln(Sx-‘rl) —ed

3xr+1=¢’
e?—1
xr =
3
. . . e’—1
Cette équation a pour unique solution: xz= 3

Cette équation est définie sur R. On a:

30201 =9 9z = In (;) +1
eQw—l — 2 2
3 In (g) +1
In (e2"”’1) =In (;) v 2
2r—1=1In (%)

Cette équation est définie sur R} . Posons le changement
de variable X =Inx:

(lna:)2 —lnz—-2=0
X2-X-2=0
Le polynéme du second degré du membre de gauche a
pour discriminant :
A=0b—4ac=(-1)2—4x1x(-2)=1+8=9
On a la simplification : \/K = \/§ =3

Cette équation admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ /A

X1 = 2a X2 = 2a
_ —(-1)-3 _ —(-1)+3
2 -2
=-1 =2

Cherchons les valeurs de z vérifiant le changement de
variable :

X, =1 X, =2
Inz; =-1 In(zg) =2
lney — -1 on(es) _ o2

ry=e! Ty = €2

L’ensemble des solutions est: S= {efl ;ez}

Cette équation est définie sur R.
Posons le changement de variable: X =e”
L”équation devient :
e 4 4e*—1=0
(€")? + 4" —1=0
X?244X-1=0
Le membre de droite est un polynéme du second degré

dont le discriminant a pour valeur:
A=0b%—4dac=4%—4x1x(-1)=16+4=20

On a la simplification suivante: +/20 = 1/4x5 = 2\/5

Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
les deux racines suivantes:
b+ VA

—b—+/A
2-a 2-a

Xp=— Y2 | X,=
—4-2\/5 4425
2 2
=—-2-+/5 =2+

En utilisant le changement de variable X =e”, on en dé-
duit 'unique solution de I’équation de départ:

s={m(-2+v5)}

Correction 6

a. On a les systéemes d’équations suivants:

{

2-lnz — 3-Iny = —11 { 2:Inz — 3-Inzx

—-11
22Inz + 22lny = 4

Inz + Ilny= 2

Par soustraction des deux équations de ce systéme:
—3hy—2hy=-11-4

—5Iny=-15

Iny = —1

-5
Iny=3
elny = ¢3
y=¢e’

En reprenant la premiére équation de ce systéme:
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2:-lnx —3-Iny =-11
2-lnz —3x3y = —11
2-lnz—-—9=-11

2-lnx = -2
Inz=-1
z=e1

Ainsi, ce systéme admet pour unique solution le couple
(e™"5e%).

b. On a les systémes d’équations suivants:

{ 1Hln(2ac—|—y) =0 _ { In(2z+y) =0

(z) +In(y) =1 In(z-y) =1
eln(Zzty) — o0 20 +y =1
= { eln(@y) — ol - { Ty =e

De la seconde équation, on en déduit que x est non-nul
et peut s’écrire:

e
Yy=-
x
La premiére équation permet d’obtenir:
22+y=1
e
2+ —=1
T

x étant non-nul, on a:
T
22 +e=ux
222 -2z +e=0

Cette équation a pour discriminant :
A=0—4dac=(-1)2 —4x2xe=1-8e

Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit
que cette équation n’admet aucune solution dans R: ce
systéme n’admet aucune solution.

Correction 7

1. Considérons l'inéquation :
In (cc—l—l) <ln (gc2+1)

La fonction exponentielle est croissante :

r+1<2?+1
z+1—-22-1<0
—224+2<0
m~(171:) <0
On a le tableau de signes:
T —00 0 1 400
T - + +
1-=2 + + -
x-(1—2x) - + -

L’inéquation (E) étant définie sur ] —1;+00 [, I’ensemble
des solutions est: S:] —1; O] U [1 ; —|—oo[

2. Considérons 'inéquation :

In(4—2z) < In(z+3)
La fonction exponentielle est croissante:
4-2z<x+3
—2z<zr+3-4
—2r<z—-1
—2r—z< -1
—3xr < -1

L’inéquation étant définie sur } —-3;2 [, I’ensemble des so-
1
lutions est: S:} 3 2[

Correction 8

1. Puisque la demi-vie de la particule de type A est de 5730
ans, on doit avoir:

p(5730) = 0,375
0,75-¢= 570 = 0,375
e~ 5730A _ 0,375

In (6*573'”‘) =In (%)

~5730A = In (%)

0,75 ! (1)
nl=
1 2
—5730\ _ A=
€ D) —5730
A~ 12x107°

2. 10% des particules de départ représentent une quantité
de 0,075. Ainsi, dans I’échantillon, il restera:
0,75 — 0,075 = 0,675

Résolvons 'équation suivante :

9
t) = 0,675 At =
p(t) =0, e 0
0,75-e=*t = 0,675 9
In (—)
_ 10
—12x10-5
~ 878
3. Résolvons I'équation :
2
n (3)
t)=0,5 t=—97
p(t) =0, Y
0,75-e M = 0,5 9
9 In <7)
e~ Mt — 2 _ 3
3 —12x10-°
2 t ~ 3379
—At=1In (g)

Correction 9

a. Reésolvons I'équation suivante:
5" > 2

La fonction logarithme est croissante :
In (5") >1n (2)
n-1n(5) > In(2)

Le nombre In5 est strictement positif:
n> In(2)
In(5)

In2
On a la valeur approchée: 22 s 0,4.

n
On en déduit que les solutions de cette équation sont les
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entiers n tels que:
n>1

b. Transformons I'inéquation :
0,1" > 2
La fonction logarithme est croissante :
In (0,1") > In (2)
n-1n(0,1) > In(2)
Le nombre In 0,1 est strictement négatif:
1
n< n(2)
In(0,1)

On a la valeur approchée suivante: ~ —0,3

L’ensemble des solutions est ’ensemble des entiers tels
que:
n<—1

¢. On a les transformations suivantes:
(ln 2)n <e?
La fonction logarithme est croissante:
In [ (1n2)"] <In (e?)
n-In[In(2)] <2
Le nombre In [ In(2)] est strictement négatif:

2

"= In [In(2)]

2
In [In(2)]

Les solutions de cette équation sont les entiers n vérifi-

On a la valeur approchée: ~ —5,46

ant:
n>=-5
d. Ona
In (2") —In (3") <2
27L
2\ "
W]
3
2
HOR
nln {2
2 . .
Le nombre In (g) étant strictement négatif:
S 2
n > 5
In <7)
3
) 2
De la valeur approchée: oy N —49
In(-

On en déduit ’ensemble des entiers solutions de cette in-
équation:
n>—4
Correction 10
1. (a. Les termes de la suite (un) géométrique de premier

terme 5 et de raison 5 admet pour expression:

wo=se ()’

2 2\
De I'encadrement 0 < 3 <1: lim (7> =0

n——+o0o 3

On en déduit la limite: lim u, =0
n——+o0o

b.) Résolvons 'inéquation :

u, < 0,01
5x(§)n <0,01

2y <o

La fonction logarithme est croissante:
(2] <m (%2
n|(= n{—
3 5

o (2) (22

Le nombre In (%) est un nombre négatif:

0,01

n(22)

-
In <7>

3
1
In (0,0 )
De la valeur approchée: 72 ~ 15,33
In{-

On en déduit 'ensemble des entiers naturel n solution
de I'inéquation :
n > 16

a.) La suite (vn) est géométrique de premier terme 2 et

de raison —. Ainsi, le terme de rang n de la suite (vn)

admet ’expression :

4\ "
Up = 2% (g)
En remarquant la valeur de la différence:
4 n+1
Sp41 — Sn = Upy1 = 2(5>

b.) La suite (vn) étant géométrique de raison différent

de 1, la formule de la somme des termes d’une suite
géométrique permet d’écrire:

l_anrl
Sn:UO+Ul+"'+”Un:UO'7
1—gq
4 n+1 4 n+1

- (5 - (5)
=2. —9f —=2. 2/

4
5

o i (1) o i- (4]

4
c.) De 'encadrement 0< = <1, on a la limite:

I @)" =0

oo \5/) T

On en déduit la limite:  lim S, =10
n+—r—+o0o

Ainsi, la suite est croissante et convergente vers 10.
Ainsi, il existe un entier N tel que tous les termes
de la suite de rang supérieur & N soient inclus dans
[9,9;10].

d.) Résolvons l'inéquation :
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Sp =299 e +e* —2<0

10- [1 _ (é)nﬂ} >99 (em)2 +e*—-2<0
54 w1 99 Par le changement de variable: X =e":
1_<5) Z 10 X2+ X-2<0
4\n+l 99 Etudions le polynéme X2+X—2 qui admet pour discrim-
N (g) > 10 1 inant :
4\ n+1 A=b—4ac=12—4x1x(-2)=1+8=9
- (g) = —0,01 On a la simplification : \/Z = \/§ =3
(é )”“ < 0.01 Le discriminant est strictement positif; ce polynéme ad-
5 = met deux racines:
La fonction logarithme est croissante : X, = —b— \/K X, = M
4\ n+1 2a 2a
In {(3) } <ln (0,01) -1-3 _ —1+3
4 2 2
(n+1)-In(5) < (0.01) _ 2
2 2
Le nombre In (%) est strictement négatif: . 1

Le coefficient du second deg;é de ce polyndéme est stricte-

1 1
n+1> L’f) ment positif; on en déduit le tableau de signes suivant :
In (g) X 0 ) 1 +o0
Lm0y X*x-2| o+ = +
i 4

In (5) Ainsi, I'inéquation X2+X—2<0 a pour solution:

In(0,01) S§'=]-2;1]
On a la valeur approchée: 74—1 ~ 19,6
In(= L’ensemble des « vérifiant la relation e*€S’ est
5 I’ensemble des solutions de I'inéquation.

Ainsi, les termes de la suite (Sn) appartiennent a

I'intervalle [9,9 ; 10} a partir du rang 20.
Correction 11 ' %)
a. On a les transformations suivantes:
e?® + 2% —-3=0
(€")? + 2" —3=0 y
En posant X =e", on a: Plus précisément : S:] —00; O[
X24+2X-3=0
Etudions le polynéme X2+2X—3 du seconde degré ; son Correction 12
discriminant a pour valeur : . .
A =1 —dac—=22—dx1x(—3) =4+ 12 = 16 On a la transformation algébrique :
e 2:e2% +6¢* —8 <0
On a la simplification : \/K =+4/16=14 )
o . . 2-(e")" 4+ 6" -8 <0
Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet deux racines : Posons le changement de variable X =e®:
2
_—b—\/Z _—b+\/Z 22X“4+6X-8<0
X1 = 24 X2 = 24 Le polynéme du second degré du membre de gauche a pour
_9_ 4 —944 discriminant :
= = A=b>—4-a-c=6%—4x2x(—8)=36-+64=100
_6 9 On a la simplification : \/Z =+/100 =10
T2 ~2 Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme admet
=-3 =1 les deux racnes suivantes:
Cherchons les = vérifiants: X, = —b— \/Z X, = —b+ \/K
et = X, e’ = X, 2-a 2-a
el — 3 o2 — 1 X1:_6_10 X2:—6+10
Pas de solution e?? = e 2x2 2x2
Cette équation admet une unique solution: S={0}
X1 =4 Xo=1
b. On a: Le coeflicient du terme du second degré étant positif, on a le

tableau de signes:
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X —00 -4 1 400

2-X%46-X -8 + - +

Ainsi, I’équation soit vérifiée, il faut que:
Xe|-4;1] = e"e|-4;1] = —4<e<1
Voici la courbe représentative de la fonction exponentielle:

-4

/

y

On en déduit I’ensemble des solutions: & :] —00; 0[

Correction 13

a. Etudions sur R le signe du numérateur et du dénomina-
teur de ce quotient:

® La fonction exponentielle est strictement positive. Le
numérateur est strictement positif comme somme de
termes strictement positif.

® Résolvons 'inéquation :

e” —1>0
e” > ¢’
x>0
On a le tableau de signes:
z —00 0 ~+00
e’ +3 + +
e’ —1 — +
e*+3
— +
et—1

L’ensemble des solutions est: S z]O ; +oo[.

b. On a la transformation algébrique:
—e? — e +2>0
- (e””)Z—em+2>0
Effectuons le changement de variable X =e".
L’inéquation devient :
—X?-X+2>0
Le polynéme du second degré du membre de gauche a
pour discriminant :
A=b—4ac=(-1)2—4x(-1)x2=1+8=9
On a la simplification: \/Z = \/§ =3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines:

—b—+/A —b+ /A
r=—" To= —(—
2-a 2-a
(-1 -3 _—(-1)+3
o 2x(-1) o 2x(=1)
_ 2 _4
-2 -2

Le coefficient du terme du second degré étant strictement
négatif, on a le tableau de signes:

x —00 —2 1 +00

~X2-X+2 - + -

Ainsi, pour étre solution de ’équation, on doit avoir:
XE}—2;1[ — e“”e]—2;1[

d

/

Y

D’aprés la représentation graphique de la fonction expo-
nentielle, on en déduit :
S z] —00;0 [

Vérification graphique:

Notons f la fonction définie sur R par la relation:
f(z) = —e*® —e® +2

Voici la représentation de la courbe €% de la fonction f dans
un repére (O;I;J) :

oo

@ (2}
I B J “
NIz
\
- -b = B -P || N 1
\
\
\
\
N A

Correction 14

1. Un quotient n’est défini que si son dénominateur ne
s’annule pas.

Considérons ’expression :
2 —e+1=0

(ex)z—e”’—&—l:O
Par le changement de variable X =e”, on a:
X2-X+1=0

Le polynoéme X2?—X+1 admet pour discriminant admet :
A=0b%—4ac= (-1 —4xIxl=1-4=-3

Le discriminant étant strictement négatif, ce polynéme
n’admet aucune racine. Ainsi, ’équation du second degré
n’admet aucune solution: on en déduit que le dénomi-
nateur du quotient définissant la fonction f ne s’annule
jamais :

Dy =R.

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
quotient de la fonction u par la fonction v donne:
u(xr) =2e** —e® ; w(zr)=e*® —e® +1
qui admettent pour dérivées:
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u(z) = 4e*® —e® 5 v/(x) =2 — e

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
I’expression de la dérivée de la fonction f:

Flz) = ' (x)v(z) — u2(1:)v’(x)
[v()]
—e®)(e* —e” + 1) — (2%
(62:” —e% + 1)2
(4174637 4 4620037 4 2707 (461726372637 4 €27)
(e27-ev+1)°
Be3® 4 5e27 — o) — (417 — 4e37 4 ¢27)
(e2® —e + 1)2
4647 _ 53T 4 52T _ ot _ fedT | 43T _ 20
(€20 —ev +1)°
—e’”~(ezx — 4e* + 1)
(€27 —e¥ 4 1)2

(4e** —e®)(2e* — e7)

(4€4$ —

_631 + 4621: — e

(6290 —eT + 1)2

3. (a.) Le polynome x%2—4zx+1 admet pour discriminant :
A=0b—4ac=(—4)?%-4xIx1=16—-4=12
On a la simplification : \/Z = \/ﬁ = 2\/§
Le discriminant de ce polynéme étant strictement posi-
tif, ce polynome admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ VA

r = ——— To =
2-a 2-a
(-4 —2V3 (-4 +2V3
o 2%1 - 2x1

4-2/3

44243
2 2

=2-/3 =2+/3
Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
ment positif, on obtient le tableau de signes suivant :

2-/3 243 4o

2?2 —4dxr+1 + - +

€T —00

b.) Pour étudier le signe de la fonction f’, on effectue les
remarques suivantes:
® —e” est négatif sur R;
® ((32””—69”—1-1)2 est strictement positif sur R.

Ainsi, le signe de la fonction f’ dépend du facteur
(¢**—4e”+1). Résolvons I'inéquation suivante:
e?® —4e” +1<0

(€")* —4e" +1 <0
Effectuons le changement de variable:

X2 4X+1<0
D’apreés le tableau de signes de la question précédente,
on obtient ’encadrement de la variable X :
2-V3< X <2+./3

0<2-+3< e <2++/3

La fonction logarithme est croissante sur R? :
In (2-/3) < In (") < In (2+/3)
In(2-v3) < = <In(2+/3)

Ainsi, on en déduit que le facteur (e?*—4e+1) est
strictement négatif sur l'intervalle:

] 1n(2— \/g) ; ln(2+\/§) [

X=e":

Ainsi, on a le tableau de signes suivant :

In(2-v/3)  In(2+v/3)  +c

x —0o0

e?® —4e”+1 + — +

4.

f'(=) - + -

a.) Déterminons les deux limites demandées:
® On a les deux limites suivantes:
lim 2% —e*=0 ; lim e*® —-e®+1=1
T——00 T —00
On en déduit la limite suivante:
262z _ ex
li = I —_— =
x»—&r—noo f(l‘) :m—yzloo er —er 41
® On a la transformation algébrique suivante:
2027 — e e (2—e7)

J) = % —er 41 e (1 —e " +e27)

0

_ 2—e "
T l—eT4e 2@
On a les deux limites suivantes:
lim 2—e®=2 ; lim l—-e®+4+e =1

400 r——+o00
On en déduit la limite suivante:
. F@) = 2—e 7T _2_2
xJI}Lloo = zr—1>IJIrloo 1l—e e 2 1

b.) On a les valeurs approchées suivantes :
f[ln (2—\/§)} ~ 015 ; f[ln (2+\/§)} ~ 2,15

On a le tableau de variations suivant :

@ -00 2-V3 2+/3 +o0
0 2,15
Variation \ / \
de f
—0,15 2
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