Terminale spécialité
Chapitre 1 les suites

Correction des exercices du livre
1) Le raisonnement par récurrence

$EA Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
« v, =n(n+1) »

- Initialisation : pourn=0,v,=0et0(0 + 1) =0.
La propriété P(0) est donc vraie.

- Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, clest-a-dire que
v, = k(k + 1) (hypothése de récurrence).

Or vy, = V4 + 2k + 2. Ainsi, daprés I'hypothése de
récurrence, v, = k(k + 1)+ 2k + 2

dou v, ., = (k +1)(k + 2).

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
vp,=n(n+1).

3 Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
«w,=31-2")»

- Initialisation : pour n = 0, w, = O et 3(1 — 2°) = 0.
La propriété P(0) est donc vraie.

- Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, cClest-a-dire que
w, = 3(1—2%) (hypothése de récurrence).

Or wy., =2w, —3. Ainsi, d'aprés I'hnypothése de
récurrence, w, ., = 2x 3(1— 2)-3

dou w, ,, = 322" —1) = 301-2*").

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
w,=3(1-2").

EJ a)Pour n=0, uy=0 et 0<0=<2. Donc la
propriété P(0) est vraie.

b) On suppose que pour un nombre entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-direque 0 < u, < 2.
Ainsi 0 < u;, + 2 < 4. Comme la fonction racine car-
rée est croissante sur [0; + oo, ona 0 < \Ju, +2 <2
soit 0 = u. ;=2

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

) Ainsi, la propriété est vraie initialement et est héré-
ditaire. Donc pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie soit 0 < u, < 2.

a) On suppose que pour un nombre entier natu-
rel k, la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que
4% +1 est un multiple de 3.

Ainsi, il existe un entier naturel p tel que 4 41= 3p.
Or 4" f1=4ax4" 41
donc 4" 4 1=43p-1)+1=3(4p-1).

Ainsi 4**7 41 est un multiple de 3.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

b) Pour n =0, 4% +1=2 qui n'est pas un multiple
de 3. Donc la propriété P(0) n'est pas vraie.

) Ainsi, la propriété est héréditaire mais n'est pas vraie
initialement. Donc on ne peut pas affirmer que pour
tout entier naturel n, 4" + 1 est un multiple de 3.

L] a) Si u, est pair alors il existe un entier naturel p
tel que u, = 2p.

Oruy ., = u, + 6k doncu, ., = 2p + 6k = 2(p + 3k).
Ainsi u, ., est pair.

b) Si u, est un multiple de 3 alors il existe un entier
naturel p tel que u, = 3p.

Oru, ., =u, + 6k doncuy, , = 3p + 6k = 3(p + 2k).
Ainsi u, ., est un multiple de 3.

) Les propriétés sont héréditaires. Elles seront vraies
pour tout entier naturel n si elles sont vraies initiale-
ment. Ainsi les termes de la suite (u,) sont:

« pairs si u, est pair ;

« des multiples de 3 si u, est un multiple de 3.



L] Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :

« U, =70x1,14" 450 ».

- Initialisation : pour n =0, u, =120

et 70 x1,14% 4+ 50 = 120.

La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que

u, =70x 1,14¥ 4+ 50 (hypothése de récurrence).

Orug .y =114xu, —7

donc uy,, = 1,14 x (70 x1,14* + 50) — 7.

On en déduit que u, ,, = 70 x1,14**" 4 50.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
u, =70x1,14" +50.

1] Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
«V, =n2+n—1 ».

- Initialisation : pourn=0,v,=—1et0’+0—1=—1.
La propriété P(0) est donc vraie.

» Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que

Vi = k* + k —1 (hypothése de récurrence).
Orv,,=v, +2k+2

donc v, ,, =k> +k =142k +2.

On en déduit que v, , = k* + 3k + 1.

Or (k4+ 12 +(k+1)—=1=k> + 2k +1+k.

Dot (k+1)? +(k+1)—=1=k? +3k +1.

On en déduit que v, , = (k + V4 k+1)-1.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
Vo =n"+n—1.

430 Pour tout entier naturel n =1, P(n) est la pro-
n(n+1) )

2
« Initialisation : pour n =1, m =1.

priété:« 1+2+3+...+n=

La propriété P(1) est donc vraie.
- Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k =1, la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que

k(k +1
14243 4. +k=KELD

(hypothese de récurrence). Or :

14243+ +(k+)=14+2+3+...+k+(k+1).
k(k +1)
Donc1+2+3+...+(k+1)=T+k+1.
On en déduit que
k(k+1)  2(k+1
1+243+...+(k+1)= ( +)+ ( +),

(k+1)(k+2)
-

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n =1, la pro-
priété P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier
n(n +1)

—

soit 1+2+3+...+(k+1) =

naturel n=1, 1+2+4+3+...4+n=

€23 Pour tout entier naturel n =1, P(n) est la pro-
n(n+1)(2n+1) N

priété:« ¥ +22 +3° 4 ... 4n* = .

- Initialisation : pour n =1,
MN4+1)(2x141) =1

La propriété P(1) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k =1, la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que
P42 43 4. k2= KEHDK+D
(hypothése de récurrence). Or :
P+22+32 + .+ (k+1)

=P +22 437 4.+ kP +(k+)%

Donc P+22 +32 + .+ (k+1)

_ k(k +1)(2k +1) +k+ 1)2.

On en déduit que 1 +2% +3% 4 ... 4 (k+1)°
_ k(k+1)(k+1) | 6(k + 1)?

6 6
soit P+22 43 4.+ (k+1)?
 k(k +1)(2k + 1) + 6(k 4 1)
5 :
Clest-a-dire P42 438 4 (k+1)
_ (k + 1) (k(2k + 1)+ 6(k + 1))
. .

Or k(2k +1) + 6(k +1) = 2k* + 7k + 6 et
(k+2)(2(k +1) +1) = (k + 2(2k + 3) = 2k* + 7k +6.
Ainsi P+22 43 4.+ (k+1)

_ (kD +2)K+D)+)

La propriété P(k + 1) est donc vrai6e.

« Conclusion : pour tout entier naturel n =1, la pro-

priété P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier natu-
> n(n+1)(2n+17)

reln=1 ?+2°4+3% +...+n =

&E] Pour tout entier naturel n=1, P(n) est la pro-
priété:« 143 +5+...4+(2n—1) =n’ »

. Initialisation : pour n =1, 1="1.

La propriété P(1) est donc vraie.

+ Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k =1, la propriété P(k) est vraie

Clest-a-dire que 1+ 3 +5+...+(2k — 1) = k?
(hypothese de récurrence).
Or1+3+5+...4+2k+1)-1)
=1434+5+...+ 2k —1)+(2k +1).

Donc 143 +5+...+ 2k +1)—1) =k* + 2k +1.
On en déduit que
1+3+5+..+k+10)-1)=(k+17>

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n =1, la pro-
priété P(n) est vraie, c’est-a-dire, pour tout entier
naturel n =1, 143 +5+...4+(2n 1) =n’.



23 Pour tout entier naturel n=1, P(n) est la pro-
priété:a 2 +32 452 ...+ (20— 1) = %n(4n2 ~o.
< Initialisation : pour n =1, %x'lx(4 xP —1)=1et
?=1.

La propriété P(1) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k =1, la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que
P32 452 4o (k1) = Jk(ak? —1)
(hypothese de récurrence).

Or P +32 + 57 4 ...+ (2(k +1) =1
=P 43745 4.+ (k=1 +(2k+1)-1%
Donc P43 4+5 +...4+2k+1)-1

k(4k? —1) + (2k +1)?

| — w|—- W= W|—=

(k(ak? —1) + 3(2k +1)%)

= —(4k® — k + 3(4k* + 4k +1))

(4k +12k* + 11 +3)

De plus, —(k +1)(4(k +1)* —1)

W=

(k +1)(4k* + 8k + 3)

wl= + wl—- wl- W -

= —(4k> + 8k® + 3k + 4k” + 8k + 3)

(4k3 +12k% +11k + 3)

_a

345 4+ Kk +1) 1)

(k +1)(4(k + 1% —1).

Dot

La propriété P(k + 1) est donc vraie.
« Conclusion : pour tout entier naturel n =1, la pro-
priété P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel

n=1,7+3+5 4. +@2n-1)> = ( n? —1).

53 Pour tout entier naturel n = 2, P(n) est la propriété :

S B R e e
2 3?
- Initialisation : pour n = 2,
1 3 241
- =—=—.
2 4 2x2

La propriété P(2) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k = 2, la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que

ghle
o2 2o lu
e 2]
e i 3} -]

=ﬂx1— ! 5|
2k (k+1)

k+1 1 k+1_[(k417% -1
Or ——x|1—- = X .
2k k+1)*) 2k (k +1)?

2
bonc KtV [1_ 1 |_Gk+D)’—1
2k (k+1°)  2k(k+1)
D'ouk+lx 1— _ k(k+2)
2k (k+1%)  2k(k+1)

soit

k+1 1 k+2
x|1— 5=

2k (k+1) 2(k +1)

Ainsi

[1—2%]x[1—3l2]x...x[1—(k_:1)2]= zl((kizn'

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n= 2, la pro-
priété P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier natu-
rel n=2,

3k shop3-5

I3 Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
« 4" —1 est divisible par 3 ».

« Initialisation : pour n =0, 4° —1=0 est divisible
par 3.

La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que 4% —1 est
divisible par 3 (hypothése de récurrence).

Donc, il existe un entier naturel p tel que 4 1= 3p.
Or 41 —1=4x4" 1.

Donc 4" —1=4x(3p+1)—1=3(4p +1).

Ainsi 4¥*7 _1 est divisible par 3.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

- Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,

4" —1 est divisible par 3.



&0 Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
« 7% 3°" + 4 est divisible par 11 ».

. Initialisation : pour n=0, 7x3”% 44 =11 est
divisible par 11.

La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que 7 x 3Pk +a
est divisible par 11 (hypothése de récurrence).

Donc, il existe un entier naturel p tel que
7x3% +4=11p.

Or 7x3°¢+) 4 4 =3 x7x 3% + 4.

Donc 7x3°* ) 4 4 =3°(11p—4) + 4.

Dot 7x 3°*K*) 1 4 =11x(3°p — 88).

Ainsi 7 x 3°**) 4 4 est divisible par 11.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
7x3°" + 4 est divisible par 11.

L Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
« 4" —1—3n est divisible par 9 ».

« Initialisation : pour n=0, 4° -1-3x0=0 est
divisible par 9.

La propriété P(0) est donc vraie.

+ Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, c'est-a-dire que a4k —1-3¢
est divisible par 9 (hypothése de récurrence).

Donc, il existe un entier naturel p tel que
4k —1-3k =9p.

Or 4 _1-3k + ) =ax4" -3k-a.

Donc 4**' —1-3(k +1) = 4x(9p + 1+ 3k) — 3k — 4.
Dot 4" —1-3(k +1) = 9(4p + k).

Ainsi 471 —1-3(k + 1) est divisible par 9.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
4" —1—3n est divisible par 9.

&£ Pour tout entier naturel n, P(n) est la propriété :
« OA, = Jan+1 ».

«Initialisation:pourn = 0,0A, = Tet 4 x0+1=1,
La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, cest-a-dire que
OA, = 4k + 1 (hypothése de récurrence).

Dans le triangle OA/A, . ; rectangle en A, le théo-
réme de Pythagore donne : OA7,, = OA} + 2.

Donc OA},, =4k +1+ 4 =4(k +1)+1.
AinsiOAOQA, ., = \/4(k +1)+1.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c’est-a-dire, pour tout entier naturel n,

OAn = \/4n +1.

3 a) Pour tout entier naturel n, P(n) est la pro-
priété: « u, = —140x0,9" + 420 ».

- Initialisation : pour n=0, wu,=280 et
—140 % 0,9° + 420 = 280.

La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel k,
la propriété P(k) est vraie, cest-a-dire que
u, = —140x 0,9 + 420 (hypothése de récurrence).
Or ug, = 0,9y, + 42

donc u,,, = 0,9(—140 x 0,9* + 420) + 42.

On en déduit que u, ., = —140x 0,9"*" 4 378 4 42,
soit u, ,, = —140 x 0,9**" 4+ 420.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la propriété
P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier naturel n,
u, =—140x0,9" + 420.

b) A l'aide de la calculatrice, on trouve u,g ~ 399 et
U9 = 401. Ainsile nombre de voitures louées dépas-
sera 400 a partir du mois d'aolt 2020.



43 On conjecture que la limite de la suite (v,) est5.

A ¢

1 n vn

2 0 4

3 1 45

4 2 48

s 3 a9

- 4 494117647
7 S 496153846
g 6 497297297
9 7 4,98

10 8 498461538
n 9 4,98780488
12| 10 439009901
99 97 499989373
100 98 499989589
101 99 499989798
102| 100  4,99990001

#da lim 13n=+400 et lim vn =400 donc

N—+00 N—+400
lim 13n—-6 + \/I_T = 400 (limite d'une somme).
n—+00

b) Pour tout entiern = 1,

4
u, =2n—3OJr_1+4=n 2__ =
J—
lim ——_0 et lim i=0
n—+00 \/_ n—+o0o N
30 4
donc lim 2 - —= 4 — = 2 (limite d'une somme).
n—+00 \/; n
Deplus, lim n= +o0
nN—+400
4
donc lim u, = lim n[2 _30 + —J =400
N—+400 N—+400 \/E n

(limite d’un produit)

c)Pourtoutn=1, u, = nx100 = 100

3
n[2+3] 24—
n n

.3
lim ==0
n—+oo N

donc Ilim 2+ 3 = 2 (limite d’'une somme)
n

n—+o00

100
Donc Ilim u, = — = 50 (limite d’'un quotient).
n—+o0 2

m a) lim n® +1=+oc (limite d'une somme) et

n——+o0

lim —n? —20n = —oo (limite d'une somme).
n—-+oc

On ne peut pas conclure pour la limite de la suite
(u,), on est en présence d'une forme indéterminée
du type « 0o — 00 ».

Pour tout entier naturel n = 1,

1
11n2—3n+1=n2[11—3+—2],
n n

lim n? = 400 et lim 11_§+l=11.

n—+o0c n—+o0c n n
Donc (limite d'un produit), on a
3 1
lim 11n? =3n+1=lim nz[ll——+—2]=+oo_
N—+oo n—+00 n n

Mais lim 13n 410 = +oc.

N—+o00
On ne peut pas conclure pour la limite de la suite (v,,),
on est en présence d'une forme indéterminée du

type « > ».
o0

2) Les limites

b) Pour tout entier naturel n = 1,

n—n*-20n+1=n° [1—1—§+ 1]
n n* n
1 1
lim ——=0, Ilim —¥=Oet lim —5=0.
n—+oc N n—+o00 N n—+oon
Donc lim 1—l—£+l=1.

n—+400 n n2 n3

De plus lim n® = 400

o 1 20 1
lim u, = lim P*[1—-——-= —+—5|=+
n—+o00 n—+4o00 n n n

(limite d’un produit)
Pour tout entier natureln =1,

3 1 3 1
2
1% — 3n +1 n[11——+n—2] n[11——+—2

_ n n n
- - 10
13n+10 [13+1°] 13+
n
3
Donc lim 11——+— 11.
n—+o0 n n
De plus lim n = +o0.
nN—+00
Donc lim n[l 1—-=+ —] +oc (limite d'un produit).
n—+00

. 10 .
Enoutre, lim 134 — =13 (limite d'une somme).
n—+00 n

Donc lim v, = 400 (limite d'un quotient).

N—+400

4EE] Pour tout entier naturel n =1,
2n-3 1
=23y, S0
n+1 13
On conjecture graphiquement que lim u, =2 et

lim v, = 0. e
nN—+o00
m a) Tableau de valeurs
n 8 98 998 9998 | 10°-2

u, | 09 0,99 0999 | 09999 | 1-107°

b) On conjecture que lim u, =1.
nN—+o00

EJa) lim n=+4c et lim n? = +0

N—+00 N—+400

donc lim n+ n? = 400 (limite d'une somme).

n—+00
b) Iim —n=-00 et lim Jn = 400
N—+4-00 n—+4o00
donc lim —nyJn = —oo (limite d'un produit).
nN—+o00
. . 1
¢ lim 2n=+4cc et lim ——=0
n—+o00 n—+00 N

donc lim 2n— l = 400 (limite d'une somme).

n—+4o00 n
d) lim n?> = +00 donc lim n* +3 =40
N—+00 n—+4o00

(limite d’'une somme).

Alors lim 5
n—+oon® 43

= 0 (limite d’un quotient).



Ela) lim -4Vn=-c

n—+o00

donc lim 8,2 — aJn = — (limite d'une somme).

n—+o00

.4
b) lim —=0 et |lim —=0
n—+o0o N N—+400 \/—
4 2

donc lim —+ — +1=1 (limite d'une somme).

n—+oo N \/;
¢) lim 8—n=-o0cet lim 2n’ +1= 400

N—+o00 n—+400
donc lim (8 —n)(2n® +1)=—
n—+o0o
(limite d’un produit).
d) lim 5—l=5 et lim 2—vn=—

n—+o0 n n—+o00

donc lim [5——](2 \/_)

n—+o0
(limite d’un produit). 1
e lim4+n=+c0 et lim2——=2

n—+00 n—+00 n
(limites de sommes).
. 4+4n o .
Alors lim —— = 400 (limite d'un quotient).
n—0+oc,2 1
f) lim 2n+3 2 400 (limite d'une somme).
nN—+4o00 0
donc lim = 0 (limite d'un quotient).
n—+002N +

m Pour tout entier naturel n =

—n +4n+2—n[ 14— +2J
0,

lim i=O et lim %
n—+oo N n—+oon
4 2 ,
donc lim —1+4+— + — = —1 (limite d'une somme).
n

n—+400

Deplus lim n? =+oo,
N—+00

donc lim u, = lim nz[—1+ i+iz] =—
n—+400 n—+00 n n

(limite d’un produit).

1

n[1+ ] 1+

&3 Pour tout entiern =1, u, = _’2’ -

n14 — 1+
n

S | =

SN

lim l=0 d'ou lim 1+l=1

n—+oon n—+00 n

lim 2 =0 dou lim 14+2=1.

n—+o0onN n—+400 n
1
R
D'ou lim u, = lim g=-=1
n—+o00 n—+00 4 +2 1
n

(limite d’un quotient).

& Pour tout entier naturel n = 1,

1 1
n|(40 + — =
40n+1 [ +n] 40+

2 = = :
)
n n

lim 40+l=40.
. 2 .
Puis lim T+—5=1et lim n= +4o00,

Ne—+00 n
n—+00 n? n—+o00

dou lim n[1+ 2] +o0. Donc lim u, =0.

nN—+400 nN—+4o00



