Ispé - Exercices Calcul intégral
CORRECTION

Les deux segments reliant l’origine a la droite
d’équation y=4 permettent d’encadrer l'aire grisée définie
par:

® J'axe des abscisses et la courbe €% ;
® les droites d’équations £ =0 et x=4.

Ainsi, on a ’encadrement :

4
Ay g/ f(:c)dsc< Ay
0
4><g 4><;
/f
5</ f@)ds < 7
0

C.2
Ea fonction f admet pour primitive la fonction F' dont
I’expression est donnée par la relation:

1 /1 1
F(z) = §<§x3) - 3-(§$2> + 4z
1
= 6-:63 — ng + 4z

On en déduit la valeur de Iintégrale:

5
_[L s 3 o °
/1 flx)de = [6x — 5 +4J}L

1 1
:<6x53—gx52+4x5)—(6x13—gx12+4x1)
125 75 1 3
=5 5+ 0- (5574
1252254120 1-9+24 4 2
a 6 6 6 3

@ @ L’expression de la fonction f est un polyndéme du
second degré dont le discriminant a pour valeur:

1
A=b—4ac= (—3)2—4><§><4:9—8: 1
On a la simplification : \/Z = \/I =1

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b—+/A —b+ /A
r=—— r=—
2-a 2-a
_ (=3 -1 _ —(=3)+1
2><1 2><1
2 2
_3-1 _3+1
1 1
=2 =4

@ Déterminons separement la valeur des deux 1ntegrales
o

o | @ dm—/)f dm—[ﬁx—gm +Mﬂ

1 1
:(f><23—§><22+4><2)—(7><13—7><
6 2 6
8 12 1 3
(6 2'+8) (6 2t
8 36 +48—-1+9—24
6

12+4x1)

_4_2
6 3
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/if dx—/‘f - ﬁ—gx«+mﬁ

(6x53 3x52+4x5) (éx43 3x42+4x4)

125 75 64 48
(T (-5 )
( 6 2 +20 6 2 16
_125-2254120-64+144-96 4 2
B 6 6 3
@ Effectuons le calcul de l'intégrale:
1 3 4
f(z dm—/ flz)dz = [7- —§~x2—|—4x}2

_ 1 3 3 2 1 3 3 2
7(7x4 —x4 +4x4>—<6x2 —5x2 +4x2>
_(% 48
64— 144+96-8+36-48 -4 2
- 6 6 3
.A/f dx—i—/f dm—/f dx
2
:§+§*(*§)*3X**2

6
8 12
0)- (32 49
6 2 + 6 2 +
@ Ainsi, la surface hachurée a pour valeur:
La partie hachurée a une aire de 2 unités d’aire.

’ C.3 ) Considérons les deux fonctions f et g définies par:
fl@)=1-z ; g(x)=1

(gf 1 %g

s
—
.

On montre facilement I’égalité des deux intégrales:

/Olf(x)dx:/olg(x)dxzé

Ainsi, ’assertion proposée est fausse.

[ca4
&]onsidérons la fonction u est définie par 'expression :
u(z) =Inz
qui admet pour dérivée I’expression :

w(z) ==

Ainsi, on a le calcul intégral suivant :

/f dx—/ lnx /1-lnmdx
T

2/1 o' (x)u(z)de = [%[ (m)]ﬂj = [%ln(m)ﬂj
:%m@ﬁ-%muﬁ:%_o:%

@ La fonction f étant positive sur Dintervalle [1 ; e],
Iintégrale, calculée a la question précédente, permet de
définir, en unité d’aire, l'aire délimitée par:
® [’axe des abscisses et la courbe % ';
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® les droites d’équations x=1 et x=e.
- —
Le repére (O; 157 ) étant orthonormé et d’unité
graphique 3c¢m, on en déduit, que dans ce repére, une
unité d’aire a une surface de 9 cm?.

AP 9
Ainsi, I'aire recherchée a une valeur de 3 em?.

C.5
'g%fexpression r—4 est positive sur [4;+oo[. On en dé-
duit:
® sur U'intervalle [0 ; 4], la fonction f admet pour expres-

1 1 1 1
1 1 1 1 3

— e — 99— - )= — 92— 1+ - =2y —
2x 4( x) 2:r —|—4 4:v 3

Montrons que la fonction f est négative sur cet inter-
valle. Soit x € [0 ; 4] :
<4

3
x < Sx4
A ke

f(z) <0

® sur 'intervalle [4 ; 8], la fonction f admet pour expres-
sion : 1 1 1 1
f(z) = 59&—2—1-’90—4’ = 53:—2— Z<x_4>
1 1 1
:f~x—2—i~x+1:zx—1
Montrons que la fonction f est positive sur I'intervalle

[4;8}. Soit x6[4;8]:

T >4
1 1
1 >1
1"z

1
Z-x—l)l—l

f(z) >0

@ Etant négative sur [0;4} et positive sur [4;8}, I’aire

grisée est obtenue par le calcul:

A:Asf(m)dx—/;f(x)dm
8

1 ‘3
:/ f~x—1d:c—/ —x —3dx
g 4 o 4

= [1a? —m]g— PwQ—er

C.6
La fonction f définit par:
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fla) =2 +1
qui admet pour primitive la fonction F' dont I’expression
est:

1
F(z) = §-x2 +x

Ainsi, on a le calcul intégral suivant :
2
1 2
/ r+1ldr = [f-xZ —|—x]
_3 2 -3

_ (%xz2 + 2) . Ex(—S)Q + (—3)}
4 9 5

—_—49_Z2 -2
2+ 2+3 2

Considérons la fonction u est définie par:
u(x)=2x—-5 ; u(x)=2

Considérons la fonction g définie par:
g(x) = (2z - 5)°

qui admet pour expression :

1 1
= 5x2(2z - 5)? = 5><u'(a:)-[u(x)]2
La fonction g admet pour primitive la fonction G définie

par:

G(a) = 33 [ul@)’ = £z — 5’

On a le calcul intégral suivant :

/05 (22— 5) dx = [é-(z-x - 5)3}2

1 3 1 3
:6'(2X5_5) —6-(2><0—5)
_1 3 1 3_2 125
_6><5 +6><5 _6><125_—3

Considérons la fonction u est définie par:
uz)=1—z ; u(x)=-1

Considérons la fonction h définie par:
h(z)=(1—-2)* = —-1x(-1)-(1 —2)3

, 3
= —1xu/(x)- [u(z)]
La fonction h admet pour primitive la fonction H définie
par:

1 4 1

H(z)= —1x1-[u(x)] = —1-(1 —z)?

On a le calcul intégral suivant :

/13 (o) de=[-10-2)7

-3

(=)= |-

NG

1,1
4><0 +4>< 6

Soit u la fonction définie par:
wx)=222+1 ; u(v)=4z
Considérons la fonction j définie par:
L x 1 4 1 d(x)
j(x) - (2$2 + 1)2 - 4>< (2332 + 1)2 - 4>< [u(aj)}Z
La fonction j admet pour primitive la fonction J définie
par:

1 1 1
@) = ZX<*2x2 + 1) T 4222+ 1)

Ainsi, on peut écrire:

A
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| Gt el

1 1 1 1
S 4(2x424+1) [_4-(2><12 + 1)} =T33 T3
_ —14+1x11 10
© 4x33 132
@ Notons u la fonction définie par:
wx)=22-3 ; u(z)=2x
Considérons la fonction k définie par:
2: !
k() = v u(x)

2 -3  u(x)
La fonction k admet pour primitive la fonction K définie
par:

K(x) =1In[u(z)] = In(z* — 3)

Ainsi, on a le calcul intégral suivant :

/6 2T gy — [ln(xQ—S)]i = In(62-3) — In(42-3)
4

72 -3
33

=In(33) —In(13) = In (T3>

@ Considérons la fonction L définie par:
1
L(z)=———1
(x) - e

qui admet pour dérivée:
1 1 1 1
o=-(-) -

z  a?
Ainsi, on a le calcul intégral suivant :
P11 1 3
/ — ——dr= {,,,mm}
1z x x 1
1 1
- () - ()

:_l—ln?)—l-%—&-lnl:g—ln?)

2 T

3 3
C.7
Considérons la fonction f définie par:
lnz 1
fl&)=— ==XInzx
x x

En notant u la fonction logarithme, on a:
f(x) = v/ (z)u(z)
La fonction f admet pour primitive la fonction F' définie
par:
1

Fla)= 3 [u(@)’ = 5

On a le calcul intégral suivant :

>Inz _ ((nz)?75  (In5)?  (In4)?
/4—dx [ }

9 (Inz)?
2

(Inz)

T 2 4 2 2
~ (n5)?  (In2?)? (In5)? 2In2
2 2 2 2

2
G TR

@ Notons u la fonction définie par:
u(lz)=24+3 ; u(x)=1
Considérons la fonction g définie par:

g(a) = —

qui admet pour expression :
v/ (x)
u(z)

Ainsi, on a le calcul intégral:
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/_42 \/J%dx - [2-\/x+3}i2

=2/4+43-2/—2+3=27T-2/1=27-2
@ En notant u la fonction définie par:
ulz)=x4+4 ; u(x)=1
Considérons la fonction h définie par:

1
h(z) = e
qui admet pour expression :
_ u'(z)
 u(x)
La fonction h admet pour primitive la fonction H définie
par:

H(z) =In[u(z)] = In (z+4)
On a le calcul intégral suivant :

/3 LI [lnu(m)]3 = [1n(:r+4)]3
+4 —1 —1

1T

=In(3+4) — In(—144) = In(7) — In(3) = lng

@ Considérons la fonction u définie par:
u(z) =223 +2 W/ (z) = 622
Considérons la fonction j définie par:
jlx) = 2?-(22% + 2)2
qui admet pour expression :

1 1
= 6><6:172o(213 + 2)2 = 6><u'(:17)~ [u(x)]2
La fonction j admet pour primitive la fonction J définie

par:
1 1 3 1 3
Ainsi, on a le calcul intégral :

/1 22(22% 4+ 2)%de = {1718 (227 + 2)3}

-1

1
-1
3_64 1

_1 3 31 —1)3 ==
_18(2><1 +2) 18[2><( 1)% +2] =35~ 13%0
_6_ 3

189

c8)

(1) L’expression de la fonction H est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v ou:
u(x) = —(22 +2x) ; v(x)=e"
qui admettent pour dérivées:

W(z)=—-2x—-2 ; v(r)=—-e"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Iexpression de la fonction dérivée H' :
H'(z) = u'(x)v(x) + u(z)v'(z)
= (—2z—2)-e " + [—(2? + 22)]-(—e™7)
= (=22 —2)-e " + (2% + 21)-e7®
(22— 2) + (22 + 2x)]-e™" = (2? — 2)-e™"
=g2e T -2 "
@ Pour obtenir la primitive de la fonction ¢, utilisons
les résultats de la question précédente et notamment
Iexpression de la fonction H'.

Considérons la fonction G définie par la relation:
G(z)=H(z)—2e*

La fonction G admet pour dérivée la fonction G’ dont
I’expression est donnée par :
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G'(z) = H'(z) —2:(—e®) = H'(z) + 2-¢"
=122e -2 T+ 2e T =g2e " =g(x)

La fonction G, ainsi définie, est une primitive de la fonc-
tion g.

@ On a le calcul intégral suivant:
1
1

/0 g(x)dx = [G(x)]; = [~(2z? +2z)-e7" — 2-8_9”]0
12671 —[—(0242x0)-e 0 —2.¢7]
(0x1—2x1) = —5-e" ! +2

—(12+2x1)-e”
=-3e !l —-2e !

C.9)

On a les transformations algébriques:
(@) 1 1xe® e’ e
€Tr) = = = =
l+e ™ (1+e®)xe® e*+el e"+1

x

@ L’expression de la fonction f peut s’écrire:
e’ u'(z)
f@) = e +1  u(x)
ou la fonction u est définie par:
u(x) =e*+1 ; u(x)=¢€"
Ainsi, la fonction f admet pour primitive la fonction F'
dont ’expression est :
F(z) =In[u(z)] = In (e"+1)
On en déduit le calcul intégral :

_ /0 f(@)dz = [F(2)]} =n (e14+1) — In (e+1)

=1In(e+1) — In(1+1) = In (e+1) — In(2) =In (%)

La fonction f étant strictement positive sur R, on en
déduit que le calcul intégral I correspond & 'aire du do-
maine délimité par la courbe représentative de la fonction
f de l'axe des abscisses et des deux droites d’équations
z=0et x=1.

C.10)

Effectuons le calcul de cette somme:

Lo |
I+J:/ d:c—l—/ dz
o e +1 o e*+1

En utilisant la linéarité de I'intégrale :

1 1
* 1 T+1
=/ T 4 dxz/ c dz
o €+1 e*+1 0 €*+1
1
:y/ 1dx:[m]é=1—0=1
0

@ @ Considérons la fonction u définie par:
u(xr)=e"4+1 ; u(x)=¢e"
Ainsi, on obtient le calcul intégral suivant :

I :/0 ezei - dz :/0 1:/((;)) dz = {ln [u(w)ﬂ;

= [ln(e”g+1)](1J =In(e'+1) — In(e®+1)

1
=1In (e—|—1) In2=1In %

@ On en déduit la valeur de 'intégrale J:
I+J=1

J—l—I—l—ln%

C.11)
On a les égalités suivantes:
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1 e—n~0 1 e—1~a:
= —d —d
to /0 1+e—= x+/0 Tte= "
1 1 _
1 xT
:/ dx—l—/ ° dz
o 1+e® o 1+e®
1 _ 1 _
1 z 1 z
:/ + © da::/ te dx
o 1+e®* 14e® o 1+e™®
1
:/ lde =[] =1-0=1
0

@ Pour tout entier naturel n non-nul, on a:

—(n+1)-x 1 e~
— [ & g
Untt ¥ i /0 [ IJ’/O Ife~

/1 e—(n+1)-x e~ T
= + dx
o l+e® 1+e=®

/1 e (n+1)x+e—nx
0 14+e

1 — 1
T4+1
/e . +1d1::/ e " dx
0 1+e 0

dx

— |: 1 e J,:I _l.e—wl + l.e—'mO
n n n
1 1—e™
= — efn + 7.60
n n n

’C.lQ) Déterminons I’abscisse du point d’intersection des
courbes €} et €.

f(z) =g(z)

ewfl —e 2

x—1

eIfli(iw) = ]_

e20—1 _ 1

in (%) = In (1)
20 —1=0
20 =1
1
)

Considérons les deux fonctions F' et G définies par:
F(r)=e*"t ; G(z)=—e"

® Fl(l') — 6171
® G'(z)=—(—e")=e"

Ainsi, les fonctions F' et G sont des primitives respectivement
des fonctions f et g.

On décompose le domaine considéré en deux sous-domaines :
® Le domaine D; est défini par:

2> la courbe € et la courbe des abscisses,
1

e les droites d’équations x=—1 et x= 3

L’aire de ce domaine est définie par:

A = /f )de = F (7)— (-1)

1
—ezl el l—¢e 2 —¢2
® Le domaine D5 est défini par:

2> la courbe € et la courbe des abscisses,


https://chingmath.fr/_0gAWPa

1

= les droites d’équations x= 3 et x=2.
L’aire de ce domaine est définie par:

2

1

Ay = A g(z)dz = G(2) — G(i)

2

= (o) - (~ed) =et o

On en déduit 'aire du domaine considérée :

A=A+ Ay = (e_% —e7?) + (e_% —e?)

=277 — 22

C.13
’g%éterminons la valeur de u; définie par:

1 1 -z
uy /0 fi(z)dx /0 T &

Considérons la fonction v définie par:

vz)=14e"*
qui admet pour dérivée:
v(x)=—e""

Ainsi, on a I'expression suivante :

1 —x 1 AT 1 !
u1:/ © dxz/— © dx:/ —u(x)dx
o 1+e® o Ll+4e® o u(x)
1

[~ In [6(2)]]y = [~ In (14e")]]
—In(l1+e™") +In(14+e7%) =In2 —In(1+e)

Etudions la somme suivante:

1 1 1 o
to + tia /0 1+e x+/0 1+e 2 .
1 - 1 _
1 ® 1 ®
=/ + © d:):z/ +e dx
o 1+e* 14e® o l+e®
1
:/ 1d:1::[x}é:170:1
0

De I’égalité précédente, on en déduit la valeur de g :
ug =+ uy = 1

Ug = 1-— (751
ug=1-— [ln2 —1In (l—l—e_l)}
up=1—In2+1In (1+e’1)

@ Etablissons les deux comparaisons de l’encadrement
recherché:

® La fonction f,, est définie par le quotient:

e—n'.'E

On remarque facilement que le numérateur et le
dénominateur de ce quotient sont positifs: la fonction
fn est positive sur [0 ; 1].

fulz) 20
Comme 0<1, la positivité de lintégrale permet

d’affimer :

1
/ fo(z)dz =0
0

Uy =0
® La fonction exponentielle est positive sur R, on a:
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et >0
1+e™*2>1
La fonction inverse est décroissante sur R :
1 < 1
L+e = 1
1
14+e®
La fonction exponentielle est positive sur R:

>
2

<1

—n-x

© <
e
1+e =

—Nn-x

Comme 0<1, la positivité de lintégrale permet

d’affirmer :

1 efnqr 1
/ dx < / e T dx
o 1+e™® 0

1
Up, </ e VT dxy
0

@ On a le calcul intégral suivant :

/01 e T dr = /01 (—%)-(—n-e’”‘m) dx

1 1 1 1
— —7/ _n.efn'w dx — . I:e*n-w:|
n 0 n 0

__l. —nl _ ,—n0 __l, -_n __
= (e e 0) = - (e 1)

On a les deux limites suivantes:

1
lim ——=0 ; lim e"—-1=-1
n—-+4oo n n—-+oo
1
On en déduit la limite: lim e " Tdx =0
n——+o0o 0

Or, de l'encadrement de la question @ et de la lim-
ite obtenue précédemment, on en déduit, d’aprés le

théoréme des gendarmes, la limite suivante:

lim wu, =0
n—-+oo
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