Terminale spécialité - ‘Exercices fonctions Irigonométriques

. . m . .
@ Les solutions de I’équation cosxzcosz doivent vérifier
une des équations suivantes :
i T
x=—+2kmn r=——+2kmn
4 4

Ainsi, on en déduit que la mesure principale de = doit
appartenir a I’ensemble:

kY

T
@ Les solutions de I'équation sinx:sin(—g) doivent véri-
fier une des deux équations suivantes:
= 7r—|—2k77 r=m ( W)—l—?kw
Tr=—— ke — — _— ke
6 6

=7T+%+2~/€'7T

7
Eﬂ- +2-k-m
5
— —Fﬂ- + 2.k/.ﬂ—

Ainsi, les mesures principales des solutions de cette équa-
tion doivent appartenir & I’ensemble :

(53

™
@ Les solutions de 1’équation cos(2x):cosz doivent véri-

fier une des deux équations suivantes:
2z = Z +2-km 2 = f% + 2k

T T
r=—<+km r=—=+km
® Les mesures principales des solutions de I’équation de
gauche peuvent avoir pour valeur:
Y

T=—
8
T n 9 T, 9 R
—+7T=—=—— 427 prés

8 8 8 P

® Les mesures principales des solutions de I’équation de

droite peuvent avoir pour valeur:

xTr =

™

r=——=
8

oo T
8 8

Ainsi, les mesures principales de cette équation apparti-
ennent & l’ensemble ;

St

@ Les solutions de l’équation cosx=-cos (m—l—g) doivent
vérifier une des deux équations suivantes:
$:I+£+2'k'ﬂ' :c:—xf%+2~k~7r

0z =~ + 2k 2.x = —% +2-km

4
s
r=——+kmn
La premiére équation n’admet aucune solution; les
mesures principales de la seconde équation peuvent val-
oir:

™
TR

s T

® k=1 == —

- T 8+7T 3

Ainsi, les solutions de cette équation ont pour mesure

principale:
{ T 77T}
8’ 8

C.2 ) Pour choisir entre les deux représentations, il suffit de
calculer 'image de 0 par chacune de ces fonctions:

® f(0) =2-cos(0) =2x1 =2
® ¢(0) = cos (2~O) =cos0=1

Voici ’association :

o

\ 1T\ / , '
\ 71\ /
AR A A AR )
P S — N N AT/
\ T/ \ 17/ A

A \ 1/

9

f(z) = 2-cos(x) g(z) = cos (2-x)

Remarquer que la période de la fonction g est de 7 et celle de
la fonction f est 2-m.

3

™
@ Vérifions que 3 est une période de la fonction f:

f(aerg) — sin {6(%%)—3}

= sin (6-:10—1—277—3) = sin (6-x—3+27r)
= sin (6-2—3) = f(x)
@ Vérifions que T'=m est une période de la fonction f:

flo+m) = tan [2(o+m)+ ] = tan (2042743

= tan (2~x+%+2-7r) = tan (2~x+%) = f(z)

@ Vérifions que T'=7 est une période de la fonction f:
2 . 2
f(@+m) = [cos(z+m)]” — [sin(z+)]

=[- cos(:zc)}2 - [- sin(azﬂ2
= [cos(:lc)]2 - [sin(x)]2 = f(z)
@ Vérifions que T:g a bien pour période g :

Hee5) = o 2 (e25)+5)|

cos (2-x+7r+§)’ = (2-x+%)+w}

s
—|—cos (2 f) —
‘ COS( x+3 ’

[€0)]

cos (21:{,;)‘ = f(z)

C4
Ba fonction f admet pour dérivée:
f'(z) =2z 4 (—sinz) = 2z — sinx

@ La fonction g est définie par la composée de la fonction
u par la fonction sinus ot :
u(z) =2¢ ; u(x)=2

La formule de dérivation de la fonction sinus donne
I’expression de la fonction g:
g (x) = u'(x)- cos [u(x)] = 2- cos(2x)
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@ La fonction A est définie par le produit des fonctions u

et v ou:
u(x) =cosz ; wv(r)=sinzx

qui admettent pour dérivée les fonctions:
u'(z) =—sinz ; o(x)=cosx

La formule de dérivation d’un produit donne I’expression
de la fonction h’:
B (z) = v (z)v(x) + u(x)v'(x)
= (—sinz)-sinx 4 cos x- cos

—(sinac)2 + (cosnf)2 = (cosx)2 — (Sinx)2

@ La fonction j est définie par le carré de la fonction u ou:
u(z) =sinz ; u'(x)=cosz
La formule de dérivation de la puissance d’exposant 2
d’une fonction permet d’obtenir I’expression de la fonc-
tion j’:
J'(z) = 2/ (z)u(z) = 2-cosz-sinx

C.5
’gQL’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
produit des fonctions u et v définies par:

u(r) =2 ; wv(r)=cosw
qui admettent pour dérivées:
u'(x) =2z ; v (xr)=—sinz

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f”:

f(@) = ' (@)v(z) + ul@)v' (2)

= 2z-cosx + 12 (—sinz) = 2z-cosz — x?-sinx
@ L’expression de la fonction g est donnée sous la forme du

produit des fonctions w et v définies par:

u(x)=3z2-2 ; wv(z)= (sinx)2
qui admettent pour dérivées:
® u'(x) =6x
® La fonction v est le carré de la fonction sinus. Sa

dérivée a pour expression :

v'(x) = 2-cosz-sinx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction ¢’ :
¢ (@) = v (@)v(x) + u(x) (x)
= 6x-(sinx)2 + (322 — 2)-2-cos z-sin
@ L’expression de la fonction A est définie par le quotient
des fonctions u et v définies par:

u(x) =3 ; v(r)=2-cosx
qui admettent pour dérivée:
w(z)=0 ; v'(zx)=—-2-sinz

la formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir

I’expression de la fonction h':
' (z)v(x) —u(x)v'(z)

h/(x) = D)
[v()]
_ 0x2-cosx —3-(—2-sinx)  6-sinw
(2-cos z)? (2-cos x)?
_ 6-sinzx  3-sinz
Zl-((:osx)2 2-(0051:)2

@ La fonction j est définie par le quotient des fonctions u
et v définies par:

u(z) =cosz ; wv(zx)=3z+sinz
qui admettent pour dérivée:
u'(x) =—sinz ; v'(z)=3+cosz

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Pexpression de la fonction j':
) u'(z)v(z) — u(z)v (z
) = )r() a7 )
[v(=)]
—sinz-(3x + sinx) — cosz+(3 4 cos x)
(3z + sinz)?

—3x-sinx — (sinx)2 —3cosx — (cos:r)2
(3 + sinx)?

—3z-sinz — 3cosx — [(cos )? + (sinz)?]
(3x + sinx)?

—3x-sinx —3cosx — 1
(3 + sinx)?

(1) L’expression de la fonction g est donnée sous la forme :
g(x) = u(z)v(z) —sinz

ou les fonctions u et v sont définies par:

u(z) =z ; wv(xz)=-cosz
qui admettent pour dérivée:
W(z)=1 ; v'(z)=—sinzx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir

Pexpression de la fonction ¢':

g () = (uv)(x) = (z)v(z) + u(x)v (z) — cosz
=1-cosx + :z:~(f sinx) —cosx = —z-sinx

Or, sur l'intervalle [O;ﬂ, la fonction g’ est strictement

négative; on en déduit que la fonction g est strictement
décroissante sur 'intervalle [0 ; 7r].

On a les valeurs suivantes:
® f(0)=0-cos0—sin0=0-0=0

® f(r)=m-cosm—sinT=—7w—0

Ainsi, on a le tableau de variations suivant :

T ™ 1
0
Variation
de g
-7

D’aprés le tableau de variation, on en déduit que la fonc-
tion g est strictement négative sur ]O ; 77] et nulle en 0.

@ La fonction f est définie par le quotient de la fonction u
par la fonction v:

u(z) =sinz ; v(z)==x
qui admettent pour dérivée:
u'(z) =cosz ; v'(zr)=1

Ainsi, la fonction f admet pour dérivée la fonction f’
dont ’expression est donnée:
u'(z)v(z) —u(z)v (z
f(z) = (z)-v(z) 5) (z)
[v(@)]

cos(x)xx —sin(z)x1  g(x)

= 5 =
x

Le dénominateur de ce quotient est toujours positifs sur

}O ; 7r] ; ainsi, le signe de f’ est celui de la fonction g: la

fonction f’ est strictement négative sur ]O ; ﬂ'].

On en déduit que la fonction f est strictement décrois-
sante sur }O ; 7r].
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@ @ ® Considérons la fonction ¢ définie par la relation:
3

, T
o(x) zsmx—x—kg
2

e @’(x):cosx—l—i—%

2 ¢'(x)=—sinz+x
2 ¢ (x)=—cosz+1
Pour tout x € [0 ; 7T], on a ’encadrement :

—1< CcoS T <1
On en déduit:
—-1< —coszx <1

0< —cosz+1<2
0< " (x) <2
On en déduit que la fonction "’ est positive sur

[0;7] 5 ¢ est croissante sur [0;7]. On a le tableau
de variations suivant :

x 0 ™
Variation
de " //
0

Ainsi, la fonction ¢” est positive sur [0 ; 7r] et on en
déduit que la fonction ¢’ est croissante sur [0 ; ﬂ :

T 0 T

I

0
On en déduit que la fonction ¢’ est positive sur
[0 ; 7r] ; ainsi, la fonction ¢ est croissante sur [0 ; 7r].

Variation
de ¢’

® La fonction ¢ est positive sur [0;7], ainsi, on a
I’inégalité suivante:
') 20=xz—sinz >0
® On a montré que la fonction ¢ est croissante et on
a: o

On en déduit que la fonction ¢(z) est positive sur

[O;?T]:
o(x) >

. ?

sint —z+— =20
6
:c3> .
— 2> x—slnx
6

3

. T
r—sinr < —

Des deux derniers points, on en déduit I’encadrement :
) x
0<z—sinxr < 3

@ Pour déterminer la dérivabilité de la fonction f en 0,
il suffit de montrer qu’elle admet un nombre dérivé a
droite en 0; c’est-a-dire que la limite suivante existe:

o 100) = (0)

h—0t h
On a:
sin h sinh —h
FO+H) =) _ T T
h - h N h
sinh — h
=—5

Ainsi, on a I’encadrement suivant :

h3
0< h—sinhgg

h3
h —sinh 6
0< B2 S 12
0< h —sinh < ﬁ
h
Or, on a la limite suivante: lim — =0
h—0t 6
D’aprés le théoréme des gendarmes, on a:
lim smhfh:O N lim f(h)*f(o)zo
m—0+  h2 h—0+ h

On en déduit que la fonction f est dérivable en 0 et
qu’elle admet 0 pour nombre dérivée.

@ Ainsi, on a la représentation suivante:

C.7 ) Considérons la fonction f définie sur R par la relation:
f(z) =x —cosz
La dérivée de la fonction f s’exprime par:
fl(x)=1—(—sinz) =1+sinz

s
Sur }0;5 [, la fonction sinus admet ’encadrement suivant

pour tout réel x:
—1< sinz <1

1+ (-1)<l+4sinz<l+1
0< flz) <2

T
Ainsi, la fonction f’ est strictement positive sur } 0; 5 { Onen

T
déduit que la fonction f est strictement croissante sur } 0; 5 [

De plus, on a: f(0)=—-1 ; f(%)zﬁ

En résumé, on a:

T
® la fonction f est continue sur }O ) {;

s
® la fonction f est strictement croissante sur }0; 3 [;

® la fonction f change de signe sur cet intervalle.

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un unique réel o dans l'intervalle }O; g [ tel que:
fla)=0

a—cosa =0

C.8
Ea fonction f admet pour primitive la fonction F' définie
par:
F(z) =sinz + (—cosz) =sinz — cosz

@ Considérons la u fonction définie par:
u(x) =3z ; v(z)=3
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L’expression de la fonction g est donnée sous la forme:
1

g(x) = sin(3x) = 3x 3 sin(3z) = 3x/(x)- sin [u(z)]
Ainsi, la fonction g admet pour primitive la fonction G
définie par:

G(z) = 3x {f cos [u(x)]} = 7; cos(3x)

@ Considérons la fonction u définie par:
u(z) =sinz ; ' (x) =cosx

Ainsi, la fonction h admet pour expression :
h(z) =sinx- cosz = v/ (z)-u(x)

La fonction h admet pour primitive la fonction H définie

par:
1 1
H(z) = -[u(2)]” = 5-(sinz)”
@ Considérons la fonction u définie par:
wx) =22 ; u(z)=2x

Ainsi, la fonction j admet pour expression :

j(z) = 3z-cos (z?) = §><2x~ cos (z%)

= §><u’(3:)- cos [u(z)]

2
La fonction j admet pour primitive la fonction J définie
par:
3 . 3 9
J(z) = 5 X sin [u(z)] = 5 sin (%)

C.9
a fonction f admet pour expression:
1
z) = — =10x—F+
Ainsi, la fonction f admet pour primitive la fonction F'
définie par:

F(z) = 10x/T

@ Considérons la fonction u définie par:
uz)=z+1 ; d(z)=1

La fonction g admet pour expression :
g(x) ="t 1 =/ (z)-e*® + 1

Ainsi, la fonction g admet pour primitive la fonction G
dont ’expression est :
G(r)=e*" + o
@ Considérons la fonction u définie par:
ux)=22+1 ; u(r)=22
La fonction h a(}met pour expression :
h(z) = 2-x-¢® 1 =4/ (2)-e(®)
Ainsi, la fonction h admet pour primitive la fonction H
définie par: ,
H(z)=e" *1
@ La primitive de la fonction cosinus est la fonction sinus.
Ainsi, la fonction j admet pour primitive la fonction J
définie par:
J(x) =sinx
@ Considérons la fonction u définie par:
w(z) =3z ; u(z)=3

La fonction k admet pour expression :

k(x) = sin(3z) = %x3- sin(3z) = %xu'(m)- sin [u(z)]

Ainsi, la fonction k& admet pour primitive la fonction K
qui admet pour expression :

K(x) = %x [— cos [u(x)]] = —%- cos(3z)

@ Considérons la fonctionu définie par:
u(z) =2z ; u(x)=2

La fonction m admet pour expression :

.. 2 l—cos(2x) 1
m(z) = (sinz)” = — =5 §~cos(2x)
= % — ix2-cos(2x) = % - ixu’(w)-cos [u(x)]

Ainsi, la fonction m admet pour primitive la fonction M

dont ’expression est :

M(z) = 1x — 1~sin [u(z)] = lx — isin(Q:c)

2 4 2
[c.10)
@ L’égalité de I'énoncé:
: V3
siny = ——

2
admet également ’expression :

. . T
sinz = sin —
3

Ainsi, les solutions de cette équation admettent une des
deux expressions suivantes ou k€Z:

x:g+2'k~7r a::7rf§+2'k~7r
2
:§+2-k~7r

L’ensemble des solutions de cette équation admet pour
expression :

s={Z+2kn | kez} U {%ﬂw-lm | rez}
@ L’égalité de ’énoncé:

cons = L2

admet pour expression :
71'
COST = COS —
4

Ainsi, les solutions de cette équation admettent une des
deux expressions suivantes ou k€Z:

x:5+2'k~7r ; :c:fz+2~k.7r

4 4
L’ensemble des solutions de cette équation admet pour
expression :
S:{%zm | kez} U {—%H.k-w | kez}

C.11
(1) (a) L’équation de I'énoncé:
cosx = ﬁ

2
admet pour expression:
™
COS T = €08 -
On en déduit les deux solutions dans l'intervalle des
mesures principales:
i i
r=— ; r=——
4 4
L’ensemble des solutions de I’équation est :

{50

@ L’équation de I’énoncé:
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. 1
sinx = ——

2

admet pour expression:

sinx = sin (—I>
N 6

On en déduit les deux solutions:

x——z x—w—(—z>
6 B 6
x +7T
=T —
6
e
6
T
= —
6
5
x:—%—&—%’

Ainsi, 'ensemble des solutions dans lintervalle des
mesures principales est:

5 T
s ()
6 6
@ L’équation de 1’énoncé:
. V3
sine = —
2
admet pour expression :
. .
sinx = sin —
3

On en déduit les deux solutions:

T T
x=§ .’17=7T—§
_3r—7

3

27

E)

Ainsi, I’ensemble des solutions dans l'intervalle des
mesures principales est:

T 27
= (5:5)
373
@ L’équation de I’énoncé:
1
COST = —5

admet pour expression :

27
COSZ = €08 —-
On en déduit les deux solutions de cette équation :
27 27
rT=— ; T=——
3 3

Ainsi, I'ensemble des solutions dans l'intervalle des
mesures principales est :
5o
37 3)
@ @ L’égalité de I’énoncé:
V3
COST = -
donne ’égalité:
0
COS T = COS s
Ainsi, le nombre z doit vérifier 'une des deux équa-

tions ou k représente un entier relatif quelconque:
m:%—l—}k-w ;= —%+2-k-7r
Ainsi, ’ensemble des solutions admet pour expression :
Sz{%+2-k~w | kez} U {—%—I—Q-k-w | kez}
@ L’égalité de 1’énoncé:

sinx = \f

donne I’égalité :

. . ( 7T)
sinx =sin | ——
4

Ainsi, le nombre x doit vérifier 'une des deux équa-
tions oul k représente un entier relatif quelconque :

xz—%—i—?k-w T=T— (—Z)—}—Zkﬂr

=7T+£+2-k:~7r

5
= Zﬂ + 2-km

3
=21 — Zﬂ- +2:km

—?% +2(k+1)7

3

= 1 + 2.k

Ainsi, 'ensemble des solutions admet pour expression :

S:{—%—Q-Imr | kez} U {—%4—2-1{:% | kez}

C.12
Résolvons ’équation suivante :

sin (a:—&—z) = ﬁ

4 2

sin (m—{—E) = sin (f)
4/) 3

On obtient les deux égalités suivantes:

™

x—i—%:g—i—?kz-ﬂ' a:—i—%:ﬂ—g—&—?k-ﬂ'
m:g—%—k%kﬂr x+%:2%+2.k.ﬂ
x=%+2-kz-7r x:%f%Jermr
T = % + 2-k-m
Ainsi, les solutions de l’équation sont tous les angles
ayant pour mesure principale % ou 51—;

Dans l'intervalle des mesures principales, on a:
S — { T 5~7T}
127 12

@ Résolvons ’équation suivante :

cos (2x—|—%> = \éi

cos (Qm—i—g) = cos (%)

On obtient les deux égalités suivantes:

T T
2 —=—+4+2k
TRyt
T T
Qp—=r Lok
x 1 3—|— ™
s
2c = —— + 2-k-
T 2 + ™
s
T 21 + k-
Les solutions de la premiére
principales:
T 237
24 7 24
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Les solutions de la seconde équation ont pour mesures

principales :
Tm 17w
24 7 24

Dans l'intervalle des mesures principales, on a:
S— { Tr o ow 17w 23'7T}
L2477 247 247 24

C.13
Reésolvons I'équation :

cos (2:(;) = %

cos (295) = cos (g)

Cette équation se traduit par les deux équations suiv-

antes:
T T
2-$:§+27r-k ou keZ 2~$:—§+27T-k ou keZ
x:%er'k :1::*%+7T~k

® Pour la premiére équation, I’ensemble des solutions
dansﬂ_R s’écrit
{Z+mh|kez}
et définie pour k=—1 et k=0 deux mesures dans
I'intervalle des mesures principales:

(50

® Pour la seconde équation, ’ensemble des solutions
dans Rﬂs’écrit:
{-Z+mk|kez}
et définie pour k=0 et k=1 deux mesures dans
Iintervalle des mesures principales:

{-5:%)

Ainsi, dans l'intervalle ]—71' ; 7r] des mesures principales,
I’ensemble de solution de cette équation est:

ot m mw om
SZ{——ﬁ—*;*r*}
6 66 6
@ Résolvons ’équation :

sin (2:1:) = V3

2
sin (23@) = sin (g)

Cette équation se traduit par les deux équations suiv-

antes:
T T
2a = % + 2k o ke 2w:(w—§>+2mkmkel
T 9.
33:@"'77']43 2~x:%+27r~k
9.
T = ?ﬂ- +mk
z=1 + -k

® Pour la premiére équation, ’ensemble des solutions
dans R s’écrit :
s
E—Fk'ﬂ'
et définit pour k=—1 et k=0 deux mesures dans

I'intervalle des mesures principales:
om T
6 ' 6
® Pour la premiére équation, ’ensemble des solutions
dans R s’écrit :
E—l—kﬂr
3

et définit pour k=—1 et k=0 deux mesures dans

I'intervalle des mesures principales:
2w ™

3 i3
Ainsi, dans 'intervalle ]77r ; 7r] des mesures principales,
I’ensemble_des soluti20ns est:

TR

C.14
(1) (a) On encadre la fonction cosinus sur [O ; +oo[ par:
1< cos(4z) <1

—e T Le " cos(dr) e ®

@ On a les deux limites suivantes:

lim —e™* =0 ; lim e *=0
T——+00 Tr——+00

A Paide de I’encadrement obtenu & la question @ et
d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient la lim-
ite:
oo /@) =0
@ L’abscisse  d’un point commun aux courbes I' et € doit
vérifier ’équation :
f(z) =g(x)

e *.cos(dr) =e™*

La fonction exponentielle ne s’annulant pas:

cos(4x) =1
Cette équation se transforme en les deux équations suiv-
antes:
dr =04 2-km dr = -0+ 2-k-7
o=k= o =k=
2 2

Travaillant sur ’ensemble [0;—&—00[, I’ensemble des ab-
scisses de tous les points communs aux deux courbes I'
et € est: -

s={k-Z | ken}.

@ @ On a les tr%nsformatipns suivant%s:

up = f ny =e "2-cos 4n§>

= efn'g-cos (27r-n) =e

—n.Z _T\T
=e ’I’L'2:(e 2)

Cette expression du terme u,, de rang n montre que la
s

el
2 x1

suite (un) est une suite géométrique de raison e 2.
@ Le premier terme de la suite (un) a pour valeur:
uO:f@xg):fm):e”@m@xm:4x1:1

On a les %ncadrements suivants:

=>0
2

™
-=<0
2
la fonction exponentielle est croissante:
us
e 2 <@
2«1
La fonction exponentielle étant strictement positive

e

sur R, on en déduit I’encadrement de la raison:

0< (fg <1
La raison de la suite (un) est strictement positive et
strictement inférieure & 1. De plus, le premier terme
de la suite (un) est strictement positif.
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On en déduit que la suite (un) est strictement décrois-
sante.

@ @ L’expression de la fonction f est donnée sous la
forme du produit des fonctions u et v définies par:

u(z) =e"* ; wv(zx)=cos(4x)
qui admette pour dérivées:
w(x)=—e"" ; v'(r)=—4sin(4x)

La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction f’:
f'(w) = v/ (z)v(z) + ulz)-v'(z)
= (—e ) cos(4z) + e " [—4sin(4z)]
= —e [ cos(4x) + 4sin(4z)]
@ Les points d’intersection de ces deux courbes sont de
T
la forme k-— ou n € N. Pour montrer que ces deux
courbes admettent la méme tangente en chacun de ces

points, il suffit de montrer qu’ils ont méme nombre
dériveé:

® f’(kg) — kg {cos (4xk-g) + 4-sin (4xk%)}

— oM. [cos (2-k-7) 4 4-sin (2-1@-77)}
(

En chaque point de contact, ces deux courbes admet-

tent la méme tangente.
0
@ On a la valeur par exceés: g’(E

Voici la représentation demandée :

) — e T =—02

<

[\

W
o
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